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238 Y. ZAPATA — M.A. DELA-ROSA — J. REMIGIO

Resumen

El objetivo principal de este trabajo es aplicar métodos topoldgicos
para obtener resultados sobre flujos continuos determinados por ecuaciones
diferenciales. Especificamente, aplicamos la teoria del indice de Conley
para demostrar que, bajo ciertas condiciones, existe un conjunto invariante
que contiene una solucién no trivial. La construccién de este conjunto
invariante es puramente topoldgica y depende del flujo de la ecuacién
diferencial, pero la existencia de la solucion no trivial se obtiene como una
aplicacién de técnicas de homologia. En este articulo expositivo desarro-
llamos y precisamos estas ideas, y para conseguir un mejor entendimiento
incluimos algunos ejemplos y cdlculos en algunas ecuaciones diferenciales
ordinarias. Este trabajo estd basado principalmente en [6]].

Palabras clave: indice de Conley; homologia; dindmica continua; equivalencia
homotdpica; principio de Wazewski.

Abstract

The goal of this work is to apply topological methods to obtain re-
sults about continuous flows determined by differential equations. Specif-
ically, we apply the Conley Index Theory to prove that, under certain as-
sumptions, there is an invariant set which contains a non-trivial solution.
The construction of this invariant set is purely topological and depends on
the flow of the differential equation, but the existence of the non-trivial
solution is obtained as an application of homological techniques. In this
survey paper we develop and precise these ideas, and in order to get a bet-
ter understanding we include some examples and computations in some
ordinary differential equations. This work is mostly based on [6].

Keywords: Conley index; homology; continuous dynamics; homotopic
equivalence; Wazewski principle.

Mathematics Subject Classification: 34-02, 37-02, 37B30.

1 Introduccion

En sistemas dindmicos continuos, en particular en flujos asociados a sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias, es de interés analizar bajo qué condi-
ciones existen soluciones contenidas (para todo tiempo positivo) en regiones no
necesariamente invariantes. Con este fin, utilizaremos técnicas de topologia al-
gebraica como lo es la teoria de homologia cibica, la cual consiste en analizar la
relacién de estructuras topoldgicas de espacios, a través de conjuntos
llamados cubos que son el andlogo a los simplejos usados en homologia simpli-
cial; las técnicas que se usan son paralelas a las conocidas en topologia
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algebraica tradicional (ver [2], [5]). Recientemente, estas técnicas se han
usado para proporcionar resultados de interés en el drea de sistemas dindmi-
cos, en particular, se pueden utilizar para garantizar la existencia de soluciones
contenidas en un conjunto no necesariamente invariante, asociadas a un flujo
continuo definido sobre un espacio topoldgico. Aplicaciones de esto se pueden
encontrar en flujos asociados a sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias (ver [4], [1]).

Una vez desarrollada la homologia daremos lugar a la nocién de conjunto de
Wazewski, y con ello el principio del mismo nombre. Este tipo de
conjuntos no necesariamente son invariantes, y sin embargo, podemos bajo cier-
tas condiciones, garantizar en ellos la existencia de soluciones no triviales y para
probar dicha existencia haremos uso de las herramientas topoldgicas
mencionadas anteriormente.

El segundo invariante de carécter topoldgico es el indice de Conley de un
conjunto invariante aislado de un sistema dindmico, que a diferencia del princi-
pio de Wazewski éste se comporta bien bajo deformaciones. Este ultimo
concepto fue introducido por Charles Conley alrededor de 1978. Este trabajo
estd basado en [6]].

2 Preliminares

2.1 Dinamica

A lo largo de esta seccidn se verdn conceptos sobre algunos preliminares de
sistemas dindmicos continuos que pueden ser consultados en [3]] y [7].

Definicién 1 Sea f € C"(E), donde C"(E) denota al conjunto de funciones
continuas r diferenciables en E y E es un subconjunto abierto de R".
Entonces x(t) es una solucion de la ecuacion diferencial © = f(x) sobre un
intervalo I, si x(t) es diferenciable sobre I, y ademds se satisface que x(t) € E'y
2'(t) = f(z(t)), paratodot € I.

Dado zp € E, decimos que x(t) es una solucion del problema de
valor inicial
i = f(z)
z(to) = o,
sobre un intervalo I, si tg € I, x(tg) = xo y z(t) es una solucién de la ecuacién
diferencial & = f(z) sobre el intervalo I.
El siguiente teorema garantiza la existencia y unicidad de una solucién de
una ecuacidn diferencial para sistemas no lineales.
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Teorema 1 Sea E C R"™ un subconjunto abierto y sea f € C"(E). Entonces
existe a > 0 tal que el problema de valor inicial

i = f(z)
z(0) = o,

tiene una unica solucion x(t) sobre el intervalo [—a, al.

Definicién 2 Sea E C R" y sea f € CY(E). Para zy € E, sea ¢(t,z0) la
solucion del problema de valor inicial

= f(z)
z(0) = o,

definido sobre su intervalo maximal de existencia I(xg). Entonces para
t € I(xg), el conjunto de funciones definidas por

di(x0) = o(t, z0),

es llamado el flujo definido por la ecuacion diferencial & = f(x).

En relacién a la definicién anterior, en este trabajo se impondré la hipdtesis
de que el intervalo maximal I(xg) es igual a R.

Teorema 2 Sea E C R™ un conjunto abierto y sea f € C1(E). Seat € I(xg)y
s € I(¢i(xo)). Entonces para todo xo € E se sigue que s +t € I(xg) y

bs+t(0) = ¢s(de(z0)).

Definicion 3 Consideremos un subconjunto abierto E de R", una funcion
f € Cr(E)yelfluyjo ¢ : E — E definido para todo t € R de la ecuacion
diferencial © = f(x). Un conjunto S C FE lo llamaremos invariante con
respecto al flujo ¢y, si ¢1(S) C S, Vt € R.

Definicion 4 Un punto xo € R" es un punto de equilibrio del sistema
& = f(z), si f(xg) = 0. Un punto de equilibrio xo es un punto de equi-
librio hiperbélico del sistema & = f(x), si ninguno de los eigenvalores de la
matriz D f(x0) tienen parte real cero. El sistema lineal & = Ax con la matriz
A = Df(xo) es la linealizacion de & = f(x) en xo. Ahora bien, si tenemos un
punto de equilibrio xo de & = f(x)y ¢ : E — R" es el flujo de dicha ecuacion
diferencial, pasa entonces que ¢i(xo) = xo, Vt € Ry decimos que x( es un
punto de equilibrio del flujo ¢,.
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Ejemplo 1 Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
no lineales

T =y
g = —x—23—ay, a#0. S

Entonces (0,0) es el inico punto de equilibrio. La linealizacion en el punto

de equilibrio es
0 1
J(0,0) = (_1 —a) .

Como podemos observar se trata de un punto de equilibrio hiperbdlico cuando
« # 0. En la Figural[l|se muestra el retrato fase del sistema ({I)).
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Figura 1: Retrato fase del sistema

En la siguiente definicion daremos la clasificacion de estos puntos
de equilibrio.

Definicién 5 Un punto de equilibrio x del sistema © = f(x) es llamado un
pozo, si todos los eigenvalores de D f(xq) tienen parte real negativa; es lla-
mado una fuente, si todos los eigenvalores de D f(x() tienen parte real posi-
tiva; y es llamado una silla, si es un punto de equilibrio hiperbdlico 'y D f(x)
tiene al menos un eigenvalor con parte real positiva y al menos uno con parte
real positiva.
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Ejemplo 2 A continuacion clasificaremos todos los puntos de equilibrio del sis-
tema no lineal siguiente

T1 = T1— T1T2
o 2 ()
T2 = T2 —I7.

Los iinicos puntos de equilibrio del sistema son (0,0), (1,1), (=1, 1).

La derivada es
1—1’1 —XI1
Df(x) = .
e [ o ]
Luego,

10 0 -1 01
I O RN e P [

Por lo tanto, (0,0) es una fuente, mientras que (1,1) y (—1,1) son sillas.
El retrato fase de este sistema se muestra en la Figura[2]

3

N

7

N

Figura 2: Retrato fase del sistema

Otro teorema de gran importancia en la teoria de ecuaciones diferenciales es
el teorema de Hartman-Grobman, el cual nos dice que alrededor de un punto
de equilibrio hiperbdlico xy, el sistema no lineal £ = f(x) tiene el mismo
comportamiento cualitativo que el sistema lineal £+ = Az, esto es, dichos
sistemas son topolégicamente conjugados. Para poder enunciar este teorema,
iniciaremos definiendo cudndo dos sistemas son topoldgicamente equivalentes.
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Definicion 6 Dos sistemas autéonomos de ecuaciones diferenciales como
& = f(z)yy = g(y) son topologicamente equivalentes en una vecindad del
origen, si existe un homeomorfismo H : U — V', donde U y V' son abiertos que
contienen al origen. Este homeomorfismo H mapea trayectorias de © = f(x)
en U a trayectorias de y = g(y) en V' y preserva la orientacion, es decir, si una
trayectoria se dirige de x1 a x9 en U, entonces su imagen bajo H se dirige de
H(x1) a H(x2) en V. Si H preserva la orientacion con respecto al tiempo, se
dice que & = f(x) es topologicamente conjugado a y = g(y) en una vecindad
del origen, es decir,

pi(H(2)) = H(di()).
Ahora estamos listos para enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3 (De Hartman-Grobman) Consideremos un conjunto abierto E C
R™ que contiene al origen, f € C'(E) y sea ¢; el flujo del sistema no lineal
& = f(x). Supongamos que f(0) = 0y que la matriz A = D f(0) no tiene
eigenvalores con parte real cero. Entonces, existe un homeomorfismo H : U —
V donde U y V son abiertos y ambos contienen al origen, tales que, para cada
xg € U, existe un intervalo abierto Iy C R que contiene al cero tal que, para
todo xg € U y t € I, se tiene que

H o ¢y(xg) = e H (o).

Lo anterior significa que el homeomorfismo H manda trayectorias de
& = f(x) a trayectorias de & = Ax, ambas cerca del origen, y ademds preserva
parametrizacion con respecto al tiempo. Es decir, el sistema no lineal & = f(x)
es topoldgicamente conjugado al sistema lineal © = Az, donde A = D f(x)

(ver Figura[3).

¢ &

o -e

Figura 3: H o ¢;(xg) = e H(xy).
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2.2 Resultados basicos de topologia

Para definir el indice de Conley necesitamos los siguientes conceptos de topologia.
Sea X un espacio topolégicoy Y C X. Tenemos una relacion de equivalen-
ciaque estd dadaporx ~y < ¢ =yox,y € Y. Entonces, tomamos las clases
de equivalencia [z] = {y € X : y ~ z}, y definimos el espacio cociente como
XY ={[z] :x € X}.
El mapeo cociente esta dado por

p: X — X/Y.
x> (2]

Ejemplo 3 Consideremos X = [0,1],Y = {0} U {1}, entonces X/Y es
homeomorfo a S* (ver Figura E[)

Figura 4: Espacio X/Y del ejemplo

Ejemplo 4 Ahora, consideremos a X como el disco cerradoy a'Y como la
frontera de este disco, es decir, Y = S 1, X = D? entonces X /Y es homeo-
morfo a S? (ver Figura @

X
Y ‘--);-..~ /Y

Figura 5: Espacio X/Y del ejemplo

Dos espacios topolégicos X7 y X5 son llamados homotépicamente equiva-
lentes, denotado X; ~ X, si existen dos mapeos f : X1 — Xoyg: Xo — X,
tales que f o g : Xo — Xo es homotdpico a la funcién identidad Idx, y
go f: X7 — Xj es homotdpico a la funcion identidad Idx, .
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Que dos espacios topoldgicos X7 y Xo sean homotépicamente equivalentes,
puede ser interpretado como que podemos deformar uno en el otro.

Ejemplo S Una bola es homotopicamente equivalente a un punto p € R".
Para mds detalles (ver Figural6).

P

Figura 6: Ejemplo de espacios homotdpicamente equivalentes.

2.3 Homologia cibica

En esta seccién veremos los conceptos basicos que necesitamos para empezar
a construir la homologia cubica. Iniciaremos con la definicién de intervalo
elemental y posteriormente definiremos nuestro principal objeto estudio, los
conjuntos ctibicos, esta seccién fue basada en [4]].

Un intervalo elemental es un intervalo cerrado I C R de la forma
I = [, +1 01 = [(/], donde ¢ € Z. Usaremos la notacién [¢] para
representar a [(, £].

Los intervalos de la forma [¢] se llaman intervalos singulares.

Definiciéon 7 Un cubo elemental () es un producto finito de intervalos elemen-
tales, es decir,
Q=1L x1I,x-xI;CRY

donde cada I}, es un intervalo elemental.

Tenemos los siguientes conjuntos:

1. El conjunto de cubos elementales en R es K¢ = {Q : Q es un cubo
elemental en R%}.

o0
2. El conjunto de cubos elementales es K = U K.
d=1
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246 Y. ZAPATA — M.A. DELA-ROSA — J. REMIGIO

SiQ =1L x1Iyx---x1; C R< es un cubo elemental, decimos que d
es el nimero de encaje de (), y escribimos emb = d. La dimensién de
Q@ es el nimero de intervalos no singulares de (), la denotaremos por dim Q.
Si la dimension de @ es k decimos que () es un k-cubo. I es la k-ésima
componente de Q.

Definicion 8 Un conjunto X C R? es ciibico, si es unién finita de
cubos elementales.

Si X es cubico, el conjunto de cubos contenido en X se define como
KX)={QeK:QCX}

La demostraciéon del siguiente teorema se sigue inmediatamente de
las definiciones.

Proposicion 1 Si X es ciibico, entonces X es cerrado y acotado.

2.3.1 Cadenas cubicas

A cada k-cubo elemental Q € K ,ff le asociamos el simbolo Q El conjunto de
todas las k-cadenas elementales de R? es denotado por

K ={0Q|Q € K1},

y el conjunto de todas las cadenas elementales de R? est4 dado por
— o —~
K= | J K¢
k=0

Al grupo libre abeliano generado por K¢, denotado C¢, le llamamos el grupo
de cadenas de R? de dimensién k, y a sus elementos le llamamos

m
k-cadenas en R?. Por definicién, si ¢ € C%, entonces ¢ = g ;Q;, donde
i=1

oa; €L, =1,...,m.

Definicién 9 Sea X C R? un conjunto ciibico. Sea Ki(X) = {Q|Q €
Ky (X)}. El conjunto de las k-cadenas de X denotado Cy(X) es el subgrupo
de C¢ generado por los elementos de Ki(X).

m

m
Sean ¢1,cy € C%, donde ¢; = Z%’Qz’ y co = Z&Qi. El producto
i=1 i=1
escalar de las cadenas c; y co es definido como
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C1, 02 Z a;f3;.

Dados dos cubos elementales P € K ,f yQeK g,’ definimos
Po @ =P xQ.
Esta definicidn se extiende linealmente a cadenas arbitrarias ¢; € C’,‘j yer € C d'.

coczi= Y. {c1,P)(c2,Q) P x Q.

PEKk7QEKk/
Lacadenaci ¢ocy € C’k H k, se llama el producto ciibico de ¢ y 3.

Proposicion 2 Sea () una cadena ciibica elemental de Rd cond > 1. En-
tonces existe una tinica cadena ciibica elemental T y Pconembl = 1 y
emb P =d —1tal que

~

Q:foﬁ.

2.3.2 El operador frontera

Ahora definiremos un homomorfismo de grupos abelianos con el cual podremos
definir homologia.

Definicion 10 E! operador frontera de un conjunto ciibico X
Ik : Cp(X) = Cr—1(X),

es un operador que estd definido por induccion sobre el niimero de encaje d.
Cuando d = 1, Q es un intervalo de la forma [{] o [¢,{ + 1]. Entonces

se define
. 0, si. Q=1
Q= { i
[C+1]—1[¢, si Q=[(L+1].

)

Ahora, supongamos que d > 1. Sea Q@ = I x P tal que diml +dimP =
dimQ = Q = IxP. Definimos 9,(Q) := 0y, (I) o P + (—=1)#*™IT & 9, P,
donde k1 = dim I y ko = dim P. Extendemos esta definicion para todas las
cadenas por/li\nealidad,/sic = a1@\1 + ag/QE + -+ am@, oy € 7, entonces
Opc = a10kQ1 + @20rQ2 + - - + 0 O0xQm, o € Z. Por simplicidad, cuando
no haya confusion, escribimos 0 en vez de Oy.
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248 Y. ZAPATA — M.A. DELA-ROSA — J. REMIGIO

Proposicion 3 Sean c y ¢ cadenas cuibicas, entonces
d(cod)=0dcod + (—=1)%mccod(c).
El siguiente resultado muestra una propiedad que cumple el operador frontera.

Proposicion 4 El resultado de componer el operador frontera consigo mismo
es cero, es decir,

8k_1 o 6k = 0.

Ahora daremos unas observaciones acerca del operador frontera. La primera
observacién es que dado X C R? un conjunto ciibico, entonces por definicién
tenemos que Oy (Ck(X)) C Ci_1(X). Otra observacion es que el operador
frontera para un conjunto ctbico esta definido por

O+ Cp(X) — Cra(X),
que es obtenido de restringir la funcién 9, : C¢ — C’,ffl a Cr(X).

Definicion 11 El complejo de cadenas ciibico para el conjunto ciibico
X c Rees

C(X) = {Ci(X), 0} }rez.,

donde Ci(X) son los grupos de las k-cadenas ciibicas generadas por Kp(X) y
8,? es el operador frontera ciibico restringido a X.

2.3.3 Homologia de conjuntos cibicos

Consideremos a X C R? un conjunto ctibico.

Una k-cadena z € Ci(X) es llamada un ciclo en X, si 9z = 0. Denotaremos
al conjunto de todos los k-ciclos en X por Zi(X). Es claro que Zx(X) es un
subgrupo de C(X). Lo anterior puede ser resumido como:

Zip(X) :=kerdX = Cp(X)N kerdy,.

Una k-cadena z € Cy(X) es llamada una frontera, en X si existe
¢ € Cr41(X) tal que Oc = z. El conjunto de fronteras elementales en C(X)
es la imagen de (9,?11 y es denotado por By(X). Ademds, como 8,?&1 es un
homomorfismo, By (X) es un subgrupo de C(X). Como antes, estos comen-
tarios pueden ser resumidos por:

Byp(X) := im0}y = Ops1(Cry1(X)).
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Por la proposicién si tenemos que dc = z, entonces Oz = 0%c = 0. Esto nos
dice que cada frontera es un ciclo, y con esto By (X) es subgrupo de Zj(X).
A continuacién, introduciremos una relacién de equivalencia. Decimos que dos
ciclos z1, z2 € Z;(X) son homélogos, si 21 —z2 € B (X) y escribimos z; ~ zs.

Definicion 12 El k-ésimo grupo de homologia ciibica de X denotado Hy(X)

es el grupo cociente

Z(X)
Br(X)

La homologia de X es la coleccion de todos los grupos de homologia de X y
serd denotada de la siguiente manera:

H,(X) = {Hp(X) }rez -

2.3.4 Homologia relativa

En esta seccién definiremos los grupos de homologia relativa H,(X, A).
Un par ctibico es una pareja (X, A) donde A y X son conjuntos cibicos tales
que A C X. En lo sucesivo (X, A) serd un par ctbico, es decir, Ay X son
conjuntos cubicos tales que A C X.

Las cadenas relativas de X moédulo A son los elementos del cociente
de grupos

Cr(X)
k(A)
Como en la seccion anterior, los grupos Cy (X, A) son grupos libres abelianos

y podemos introducir los siguientes conceptos.
El complejo de cadenas relativas de X médulo A esta dado por

Cr(X,A) =

{Ci(X, A), 0y,

donde el operador 8,EX’A)

(X,4)

oA L OL(X, A) s O 1 (X, A)

se define como 8}(€X,A) ([¢]) = [Oc]. Aligual que Oy, este operador 8IEX’A) cumple

que 8,2{’1’4) o 8,(€X’A) =0.

Rev.Mate.Teor:Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 28(2): 237-259, Jul-Dec 2021
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Definicion 13 El k-ésimo grupo de homologia de X relativa a A se define como

Kerd oA
Hk(Xv A) = (kX,A) .

Im@k+1

Las siguientes dos proposiciones nos dan informacion acerca del 0-ésimo
grupo de homologia ctibica de pares ctibicos, de acuerdo al nimero de compo-
nentes conexas del conjunto ctbico X.

Proposicion 5 Sea (X, A) un par ciibico. Entonces el nimero de componentes
conexas de X que no intersecan a A es la dimension de Hy(X, A).

2.3.5 Sucesiones exactas

Como hemos visto en secciones anteriores, la homologia inicia con un complejo
de cadenas {CY%, O }, donde C, es un grupo abeliano.
Entonces se tiene

aX aX 8X_ 8X (9X 8X
kgl Cy -5 Cr_1 k—>1 Cpg--- 2 Ch N Cyo— 0,

y dado que 8,? o ,52_1 = 0 se tiene que Im(?l,i(_1 CKerB,f .

Una clase especial de sucesiones de grupos y homomorfismo son las suce-
siones exactas. Una sucesion de grupos y homomorfismos

~-—>G3E>G2£>G1—>---

es exacta en Go, si

im 13 = ker a.

Ademds, decimos que la sucesidn es exacta, cuando es exacta en cada grupo.
Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la forma

0—>G3 & G2 g G1—>0.
Ejemplo 6 Sea (X, A) un par ciibico, la sucesion
0——Cr(A) 55 OL(X) 25 C(X, A)—0,

donde 1y, es la funcion inclusion y py es el mapeo cociente, es una sucesion
exacta corta, Vk.
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El siguiente teorema es consecuencia del lema de la serpiente, que es un lema
muy conocido en topologia algebraica (ver [2] o [S]).

Teorema 4 (La sucesion exacta de la homologia de un par) Sea (X, A) un par
ctibico. Entonces existe una sucesion exacta larga

» * 6*

i Hy 1 (A) =5 Hy (X)) 25 Hyp (X, A) =5 Hiy(A)—s -
donde i, : C(A) — C(X) es la funcion inducida por la funcion inclusion,
ps 1 C(X) — C(X, A) es el mapeo inducido por el mapeo cociente y Oy es el
homomorfismo de conexion.

Ejemplo 7 Consideremos X = [—a,a] X [—a,a] y A = ([~a,a] x a)U

([—a,a] x —a). Queremos calcular H,(X, A). La sucesion exacta larga para
este par es

++ o —Hy(A)— Hy(X)— Hy(X, A)— H (A)— H; (X)

5 Hy(X, A)— Ho(A)— Ho(X)— Ho(X, A)—0.

En este ejemplo Hi(X,A) = Z, Hy(X,A) = 0, Hy(A) = Zd Zy
Hy(X) = Z. Mds aiin, por la proposicion |5 tenemos que Ho(X,A) = 0.
Asi que podemos reescribir la sucesion exacta larga como

0—Hy (X, A) 25 27 25 7 25 Hy(X, A)—0.
Por exactitud, Hi,(X,A) = 0, Vk > 2. Como i, es sobre, Imi, = 7 = Kerp,
lo que implica que p, = 0y por lo tanto Imp, = Hy(X, A) = 0. Por otro lado,

como Oy es uno a uno, Keri, = 7. Entonces H1(X, A) = Z.

Como consecuencia del teorema 4] 1a homologia relativa nos da un criterio
necesario para que A sea un retracto fuerte por deformacién de X.

Proposicién 6 Si (X, A) es un par cibico y A es un retracto fuerte por defor-
macion de X, entonces H, (X, A) = 0.

3 Principio de Wazewski

En esta seccidn describiremos el principio de Wazewski y se dardn algunos
ejemplos que lo ilustren.
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Definicion 14 Dado N C X el conjunto invariante maximal de N estd
definido por

Inv(N,p) :={x € N : ¢s(x) € N,Vt € R}.

Sea X un espacio topolégico y sea ¢ : R x X — X el flujo definido en[2]
Consideremos W C X.  Entonces tenemos los conjuntos definidos
a continuacion.

Definicion 15 El conjunto de puntos en W que salen eventualmente es:
WO={xecW:3t>0,p(tz)¢ W}
Definicion 16 EI conjunto de puntos en W que salen inmediatamente es:
W~ ={z €W :paratodot>0,p([0,t),x) £ W}
Notemos que W~ c W9 c W.

Definicion 17 Un conjunto W es de Wazewski si se satisface lo siguiente:
1. Siz € Wyp([0,t],2) C W entonces o([0,t],2) C W;

2. W~ es cerrado relativo a W°.

Teorema 5 Sea W un conjunto de Wazewski. Entonces W™ es un retracto fuerte
por deformacion de WP,

Demostracion. Usaremos el flujo para encontrar el retracto deseado. Definimos
la funcién
7: W% =0, 00),

7(x) := sup{t > 0|p([0,t],z) C W}.

Esta funcién 7 es continua (esto se deduce de la continuidad del flujo y que W
es Wazewski).
Ademds, para cada x € W

p(r(x),z) e W™,
T(x) =0siysélosiz e W™.

Por lo tanto, definimos

WO = W™,z r(z) = p(r(x),z).
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La homotopia que se tiene de esto estd dada por:

h:WOx[0,1] = WO, h(z,s) = @(s7(z), x).

Efectivamente,
hz,0) = p(07(2),2) = ¢(0,x) = z = Id(z), Vo € W,
h(a,s) = p(st(a),a) = ¢(0,y) =a = Id(a), Yae W~, se€I;
h(z,1) = p(t(x),z) € W™,z € W°.
Entonces,
ior~Id, relW~.
[

Teorema 6 (Principio de WaZewski) Si W es un conjunto de Wazewski y
W ™ no es un retracto fuerte por deformacion de W, entonces W\WV # @.

Demostracién. Supongamos por contradiccién que W\WY = &, entonces W =
WY, Por hipétesis W es de Wazewski, pero sabemos que W~ c W° = W.
Usando el teorema|5|obtenemos una contradiccién al supuesto que W™~ no es un
retracto fuerte por deformacion. m

En cuestién de dindmica, el siguiente resultado garantiza la existencia de
soluciones contenidas en W para tiempos positivos.

Corolario 1 Si W es un conjunto de Wazewski y W™ no es un retracto fuerte
por deformacion de W, entonces Inv(W, ) # 0.

La siguiente proposicién nos dice que existen soluciones que se mantienen
en W para todo tiempo positivo.

Proposicion 7 Sea W un conjunto de Wazewski. Supongamos que W y W~ son
conjuntos ciibicos. Si H,(W, W ™) # 0, entonces Inv(W, ) # 0.

Demostracion. Si H,. (W, W ™) # 0 por la proposicién@ se tiene que W™ no es
un retracto fuerte por deformacién de W y entonces haciendo uso del corolario

[T]se tiene lo que se queria probar. m

Ejemplo 8 Considérese el sistema lineal de EDO:

-0 ) (G-
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Donde dada una condicion inicial arbitraria (x,y), la solucion asociada
estd dada de la siguiente manera:

o(t, (z,y)) = (e "'z, e'y) .

En este caso se tienen los siguientes conjuntos:

W =[—a,a] x [—a,a], W=W, W\W°# 0 3)
W= = ([=a,a] x{a}) U([=a,a] x {—a}); C)
W = ([~a,a] x (0,a]) U ([~a,d] x [~a,0)). (5)

Por el ejemplo[7]se tiene que H\(W, W ™) = Z.
Por lo tanto, Inv(W, ) # (.

o

— 1/ \ N

’é|~

//
e

///

‘t
!

~Rlls
N /7

Figura 7: Conjunto de Wazewski.

%
N
A
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4 1Indice de Conley

Ahora daremos algunas definiciones que nos ayudaran a introducir el indice de
Conley y para ello consideremos el sistema dindmico ¢; : X x R — X definido
sobre una una variedad diferencial X. Esta seccién estd basada
principalmente en [1]].

Definicion 18 Un conjunto compacto N C X es una vecindad aislante, si
Inv(N, @) C int(N).

Definicion 19 Un conjunto invariante S es un conjunto invariante aislante, si
S = Inv(N) para alguna vecindad aislante N.

Ahora definiremos el Indice de Conley asignado a S, para ello consideremos
algunas definiciones.

Definicion 20 Sea S un conjunto invariante aislado. Un par de conjuntos
compactos (N, L) donde L C N es llamado un buen par para S si:

1. S =Inv(N\L) y N\L es una vecindad de S.

2. L es positivamente invariante en N; dado © € L'y ¢([0,t],x) C N,
entonces ¢([0,t],x) C L.

3. L es un conjunto de salida; dado x € N yt; > 0 tal que ¢(t1,z) ¢ N,
entonces existe to € [0, t1] para el cual $(]0,to],x) C Ny ¢(to,z) € L.

En la mayoria de los casos, la vecindad aislante /N se puede tomar como la
vecindad més natural (compacta) del conjunto invariante y para el subconjunto
L C N se suele considerar el conjunto de salida usual que esta sobre la frontera
de N (ver Figura[g).

Figura 8: conjuntos NV y L usuales.
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El siguiente teorema nos dird que el indice de Conley estd bien definido.

Teorema 7 Sea (N, L)y (N', L") buenos pares para un conjunto invariante ais-
lado S. Entonces (N/L,[L]) ~ (N'/L’,[L']) (homotdpicamente equivalentes).

Definicion 21 Elindice de Conley Indc(S, ¢) de un conjunto invariante S bajo
el flujo ¢, es el tipo de homotopia del espacio punteado (N/L,[L]).

En general, trabajar con el tipo de homotopia de un espacio es complicado
y por ello es mejor tomar su homologia, que es lo que se conoce como la ho-
mologia de Conley y que es definida como sigue:

CH.(S) := H.(N/L,[L]).

Ejemplo 9 La Figura[9muestra un ejemplo del indice de Conley. En este caso,
un disco que tiene como centro un punto de equilibrio es tomado como N y
el conjunto de salida L consiste de dos arcos. Si los dos arcos son identifica-
dos en un punto, obtenemos un espacio el cual es homotopicamente equivalente
a un circulo. El indice de Conley en este caso donde tenemos un punto silla, es
el tipo de homotopia del circulo. Por lo tanto,

CH,(S) =Z.

N/L

Figura 9: Indice de Conley de un punto silla.

A continuacién, enunciaremos por partes el Teorema de Conley.
Consideremos una familia de sistemas dindmicos

oy Rx X =5 X
Ae-1,1].
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Proposicion 8 Sea N una vecindad aislante para el flujo pg. Entonces, para un
0 > 0 suficientemente pequeiio, N es una vecindad aislante para
todo ¢y, || < 0.

Definicion 22 Sea N C X un conjunto compacto. Sea Sy = Inv (N;p)).
Decimos que dos conjuntos invariantes aislados Sy, y Sy, estdn relacionados
por continuidad, si N es una vecindad aislante para todo vy, A € [\, \1].

Teorema 8 (Propiedad de continuidad) Sea S, y S\, conjuntos invariantes
aislantes que estdn relacionados por continuidad, entonces

CH,(Sy,) = CH.(S),).

A continuacioén veremos el ejemplo més sencillo del cdlculo de 1a homologia
de Conley.

Ejemplo 10 Sea N una vecindad aislante tal que Inv(N) = () y sea S = 0.
Entonces S es un conjunto invariante aislado y se tiene que

CH,.(S)=CH.(Inv(N)) = CH.(0) = 0.
La contrapositiva de este ejemplo, nos da como resultado el siguiente teorema.

Teorema 9 (Propiedad de Wazewski) Sea N una vecindad aislante y suponga
que CH,(InvN) # 0. Entonces, Inv N # ().

Demostracion. Supongamos que Inv(N) = (), el ejemplo anterior implica que
CH,(S) = 0, 1o cual es una contradiccién. m

5 Aplicaciones a la dinamica continua

El siguiente ejemplo muestra un conjunto invariante aislado que son los puntos
fijos hiperbdlicos, a tal conjunto se le calculard la homologia de Conley.

Teorema 10 Sea S un punto fijo hiperbdlico con una variedad inestable de di-
mension n,,, entonces

Z, si k=mny,

CHk(S):{ 0, si k#n
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Demostracion. Consideremos la siguiente ecuacion diferencial ordinaria, para
la cual S es un punto fijo hiperbélico

&= f(x),x € R™.

Luego, usando el teorema de Hartman-Grobman, tenemos que el flujo en una
vecindad de S es topoldogicamente equivalente al flujo en una vecindad
del origen de

y=Df(9)y, (6)

donde la dimension de la variedad inestable en S es n, y la dimensién de la
variedad estable es ng, por lo tanto n,, + ns; = n.

Por esta razon, es suficiente hacer el cdlculo de la homologia de Conley en
el origen en el sistema lineal. Reescribimos el sistema (6) como

2,"1 A 0 z1
2,"2 0 B z9

donde A es una matriz de ng X ng en la cual la parte real de todos sus eigenvalores
son menores que cero y B es de n, Xn,, en la cual la parte real de los eigenvalores
son mds grandes que cero.

Una vecindad aislante en el origen estd dada por N = [—1,1]™ x [—1, 1]™
y el conjunto de salida por L = [—1, 1] x 9([—1, 1]™).

Homotépicamente el primer factor [—1, 1]™ en estos productos es trivial y
no juega ningun papel, por lo tanto, por contraccién de L a un punto, obtenemos
un espacio homotopico a la esfera de dimension n,,.

Es decir, H,,, ([—1,1]™ x [—1,1]™, [-1,1]" x O([-1,1]")) =Z. =

Conclusiones

En este trabajo describimos cémo usar homologia cibica para garantizar la exis-
tencia de soluciones contenidas en conjuntos invariantes. Se describié también
un invariante topolégico llamado el indice de Conley, el cual se comporta bien
bajo perturbaciones de un sistema o flujo.
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