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184 C. CORTES-GARCIA

Resumen

En este trabajo se presentan las condiciones necesarias para garantizar
la existencia de un ciclo limite estable en un modelo de Gause depredador
- presa y algunos aspectos geométricos para realizar un andlisis cualitativo
en sistemas dindmicos de Filippov bidimensional. Con esos lineamientos
definidos, se estudia la dindmica de un modelo depredador—presa cuando
la explotacion en los depredadores es restringida si la cantidad de presas
es inferior a un valor critico. El estudio es llevado a cabo por el andlisis
de bifurcacion con relacion a dos pardmetros: explotacion y proteccion de
las poblaciones a interactuar.

Palabras clave: sistemas planares de Filippov; andlisis de bifurcacién; ciclo
limite; modelo depredador—presa; ciclo de Canard.

Abstract

This paper presents the necessary conditions to guarantee the existence
of a stable limit cycle in a predator - prey model and some geometrical
aspects to perform a qualitative analysis in two - dimensional Filippov dy-
namic systems. With these defined guidelines, the dynamics of a predator
- prey model are studied when exploitation in predators is restricted if the
number of prey is lower than a critical value. The study is carried out
by the bifurcation analysis in relation to two parameters: exploitation and
protection of the populations to interact.

Keywords: planar systems Filippov; bifurcation analysis; limit cycles predator-
prey systems; cicly Canard.

Mathematics Subject Classification: 34A36, 34C23, 34D20, 34D23, 92D25.

1 Introduccion

Muchos modelos ecoldgicos pueden ser modelados como sistemas dindmicos
discontinuos o sistemas no suaves. Uno de estos modelos son conocidos como
sistemas de Filippov bidimensionales, descritos por ecuaciones diferenciales de
la forma:

i=fi(z), ze€8; CR? (1)

con f1(x)y fo(x) son funciones continuas, S;, i = 1, 2, son regiones abiertas, no
sobrepuestas, separadas por una curva diferenciable ¥ = f~1(0), y cuya unién
cubren el retrato de fase.

Si las componentes normales fi(x) y fo(z) con respecto a f poseen el
mismo signo, sus trayectorias cruzan . Por el contrario, cuando los cam-
pos vectoriales fi(x) y fa(z) poseen signo opuesto, el estado del sistema es
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forzado a escapar o a deslizarse sobre >.. Como las trayectorias sobre > no estan
definidas, se plantean varios métodos. Una de ellas, es el método convexo de
Filippov, donde las soluciones en ¥ son dadas por & = Z°(z), con Z*(x) una
combinacién convexa de f1(z)y fo(z) tangente a ¥ en x.

Por otro lado, el andlisis cualitativo para los sistemas de Filippov, que ademas
de las bifurcaciones genéricas en sistemas continuos, podrian presentar bifur-
caciones llamadas deslizantes, donde las variaciones en el pardmetro de bifur-
cacién provocan alteraciones sobre la dindmica de 3. Todas las posibles bifur-
caciones en sistemas de Filippov bidimensional fueron listadas por Kuznetsov et
al. [9], utilizando el abordaje cldsico de equivalencia topologica propuesta por
Arnold [1]]. Con este abordaje, todas las bifurcaciones, genéricas y deslizantes,
pueden ser interpretadas como colisiones entre las trayectorias, puntos con
caracteristicas especiales y/o alteraciones sobre la dindmica de .

Por tal motivo, en este trabajo se estudia la teoria bdsica de los sistemas
planares de Filippov con el fin de realizar un andlisis de bifurcaciéon para
un modelo discontinuo tipo depredador—presa, equivalente al presentado por
Yang [12], cuando los pardmetros de proteccion y explotacion de las
especies son alteradas.

Para comprender este proceso, en los preliminares se muestran las condi-
ciones necesarias para que un modelo de Gause depredador-presa presenta un
Unico ciclo limite globalmente asint6ticamente estable, probado por Kuang &
Freedman [7]]. De igual forma se realiza una descripcién, como lo plantea Buzzi
etal. [2] y Guardia et al. [6]], de los elementos bésicos tales como puntos de equi-
librio, puntos tangentes, trayectorias y érbitas periddicas en sistemas planares de
Filippov. Por ultimo, se analizan las bifurcaciones locales y globales de un mo-
delo depredador—presa con discontinuidad, equivalente al presentado por Yang et
al. [12], e interaccidn de dos pardmetros: explotacién y proteccién de las pobla-
ciones a interactuar. Cabe resaltar que a diferencia del trabajo de Yang et al.
[12], se han abarcado todos los posibles casos de bifurcaciones de codimension
dos junto con las curvas cuya dindmica del modelo planteado es alterada.

2 Preliminares

2.1 Sistemas de Filippov bidimensional

Consideren X e Y campos vectoriales de clase C”, con r > 1, definidos en un
conjunto abierto U C R? tal que (0,0) € U. Sea f una funcién de clase C",
r > 1, tal que grad f(z,y) # 0 para todo (x,y) € Uy

S=fH0)NU ={(z,y) €U : f(z,y) =0}
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186 C. CORTES-GARCIA

una curva abierta, diferenciable y que divide al conjunto U en dos
regiones abiertas

St={(@y) €U f(z,y) >0} vy E7 ={(z,y) €U : f(z,y) <0}
con ¥+ y ¥ sus adherencias.

Segin Buzzi et al. [2] y Guardia et al. [6], un sistema planar de Filippov
Z = (X,Y) es un campo vectorial definido por

_ [ X@y), (zy et
zen={ Ve ey

donde X e Y son de clase C", r > 1, en X+ y ¥~ respectivamente.

¥ gradf(p) gradf(p)

Y
(a) Condicién X f(p), Y f(p) > 0. (b) Condicién X f(p), Y f(p) < 0.
Figura 1: Segmento de costura 2°.
X grad f(p) gradf(p) x
3S «<
(a) Segmento deslizante. (b) Segmento de Escape.

Figura 2: Segmento ¥° e X.°.
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Para aquellos puntos p € ¥ 0 p € ¥, la trayectoriaen Z = (X,Y) estd
definida por los campos vectoriales X o Y, respectivamente, sin embargo, se
debe establecer una trayectoria para los puntos p € .. Para ello, se divide X en
tres regiones disyuntas dados por:

* segmento de costura: ¥¢ = {p € ¥ : X f(p)-Y f(p) > 0} como se
observa en la Figurall]

* segmento deslizante: ¥° = {p € ¥ : X f(p) < 0,Y f(p) > 0} dada por
la Figura [J(a),

* segmento de escape: 3¢ = {p € X : X f(p) > 0,Y f(p) < 0} dada por la
Figura2|b),

con X f(p) = X(p) - gradf(p) la derivada de Lie de f con respecto al campo
vectorial X en p.

Se denomina p € ¥ como punto tangente si X f(p) = 00 Y f(p) = 0, los
cuales aparecen en la frontera de 3¢, ¥° o ¢, denotadas por 9%:¢, 0%% 0 9%¢,
respectivamente. También p € ¥ es punto tangente si X(p) = 00 Y(p) = 0,
esto es, cuando uno de los dos campos vectoriales tiene un punto critico en X..

Los puntos tangentes p € X se pueden clasificar en cuadrdtico si X f(p) =0
y X?f(p) = X(p) - gradX f(p) # 0, o ciibico si X f(p) = X*f(p) =0y
X3f(p) = X(p) - gradX*f(p) # 0.

Se dice que un punto cuadritico p € 3 es regular si X f(p) = 0, X2 f(p) #
0yYf(p)#0;0Yf(p) =0,Y2f(p) # 0y X f(p) # 0. Para el primer caso,
un punto cuadrético regular es visible si X2 f(p) > 0 e invisible si X2 f(p) < 0.
Para el segundo caso, p € ¥ es visible si Y2 f(p) < 0 e invisible si Y2 f(p) > 0.

Como lo observado en la Figura |1} la trayectoria en p € 3¢ apuntan en
la misma direccién de las trayectorias en X e Y. Sin embargo, en ¥° o 3¢,
su trayectoria es dada por una combinacién convexa de los campos vectoriales
X eY, estoes,

Z°(p) = A(p)X(p) + (1 = A(p))Y (p)-
En vista de la Figura[3]
Z*(p) - gradf(p) =0,

entonces

__ Yf
W= Vi) - X
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gradf(p) Y(p)

X(p)

Figura 3: Construccién de trayectorias Z*(p).

y asi el campo vectorial deslizante Z*° es dado por

1
T Y () - X[f(p)

Z*(p) Y p)X(p) - Xf(p)Y (),

definido en 2° U 32° y la trayectoria para p € 3° U X¢ es dada por la solucién de
ese campo vectorial. Por lo tanto, las trayectorias en el sistema Z = (X,Y") son
definidas por:

Definicion 1 Sean px y py las trayectorias de los campos vectoriales X y'Y de
clase C", r > 1, en U, respectivamente. La trayectoria ¢z (t,p) de un sistema
de Filippov Z = (X,Y') para un punto p € U es definida por:

Parap € ¥ con X (p) # 0 es dada por ¢z (t,p) = ¢x(t,p). De igual
manera, para p € X~ con Y(p) # 0 la trayectoria es
vz (t,p) = @y (t,p), respectivamente, donde t € I C R. Este tipo de
trayectorias se denominan regulares.

Para p € Y€ tal que X f(p) > 0, Yf(p) > 0y al tomart = 0 en p,
la trayectoria es dada por ¢ z(t,p) = @y (t,p) parat € I N {t < 0}
e pz(t,p) = px(t,p) parat € I N{t > 0}. Para el caso X f(p) <
0, Yf(p) < 0, la trayectoria es dada por ¢z(t,p) = ey (t,p) para
telIn{t>0}ypz(t,p) =ex(t,p) parat € I N{t <0},

Para p € Y€ U X° tal que Z*(p) # 0, pz(t,p) = wzs(t,p) para
tel CR

Para p € 0X° U 0%° U 0%€, la trayectoria por p es p z(t,p) = {p}.

Para cualquier otro punto de tangencia en Y. o puntos de equilibrio en X
sobre ST, Y en X7 0 Z% en X° UXC, @4(t,p) = {p} paratodo t € R.
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Se denomina pseudo-equilibrio en Z = (X,Y') al punto p € 3° U X tal que
Z%(p) = 0, los cuales pueden ser pseudo-nodo estable sip € X%y (Z°) (p) <
0, como lo observado en la Figura [f(a), pseudo-nodo inestable si p € X¢ 'y
(Z#)(p) > 0, como lo observado en la Figura[d{b), y una pseudo-silla si p € ¥
y (Z°)(p) >00p € Xy (Z°)(p) < 0, como lo observado en la Figura 4{c).

grad flp grad flp grad flp
(a) Pseudo-nodo (b) Pseudo-nodo (c) Pseudo-silla
estable. inestable.

Figura 4: Ejemplos de Pseudo-equilibrios del Sistema Z = (X,Y).

Como lo observado en la Figura a), una orbita I' = {pz(t,p) : t € R C
Y+ U YT U X¢ es periddica si pz(t + T,p) = @z(t,p) para algin T > 0.
De igual forma, se denomina ciclo limite en Z = (X,Y’) a una 6rbita periddica
I" que esta contenida en X" 0 ¥

(a) Orbita periédica (b) Ciclo (c) Pseudo-ciclo

Figura 5: Ejemplos de una 6rbita periddica, ciclo y un pseudo-ciclo.

A diferencia de los sistemas dindmicos continuos, las drbitas periddicas en
los sistemas de Filippov pueden presentar los siguientes casos:

Definicion 2 Un ciclo es la unién de un conjunto finito de trayectorias y1, - . . , Vn
tal que o1, es un trayectoria contenida en el segmento deslizante 3° y yop 11
una trayectoria contenida en X 0 X7 el cual sus puntos de llegada y partida
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pertenecen a Yor, ¥ Yak+2, respectivamente. En la Figura [S{a) se observa un
ciclo paran = 2.

Definicion 3 Un pseudo-ciclo es la union de un conjunto de trayectorias
Yy« Yn, contenidas ¥ o X7, tal que una de las extremidades de ~; coin-
cide con una extremidad de v;—1 y la otra con una extremidad de ;1. En la
Figura[5[b) se observa un pseudo-ciclo para n = 2.

El siguiente resultado, probado por Buzzi et al. [2], muestran condiciones

necesarias que garantiza la existencia de un ciclo para un sistema de Filippov
Z=(X,Y).

Teorema 4 Considere Z = (X,Y') un sistema de Filippov con un inico punto
cuadrdtico regular visible A € Y. Sea 1 la trayectoria en X+ 0 ¥~ que pasa
a través del punto Ay B como punto transversal de v, con Y. Entonces, Z
posee un ciclo T', como lo observado en la Figura[5(b), si'y solo si satisfacen las
siguientes condiciones:

(i) La componente vy, no posee puntos cuadrdtico regulares entre Ay B,
(ii) X f(p)-Y f(p) <0paratodop € (A, BJ,

(iii) {X,Y} es un conjunto linealmente independiente em [A, B).

2.2 Modelo Gause depredador—presa

Un modelo de Gause depredador—presa es descrito como

{ & = xg(z) — yp(x)

. 2
§ = yl— + q()), @

donde z(t) > 0 e y(t) > 0 representan la cantidad de presas y depredadores,
respectivamente para un ¢t > (0, de tal forma que satisfacen las
siguientes condiciones:

* En ausencia de los depredadores, el aumento de las presas converge para
alguna constante K > 0. Esto es, para & = xg(x) satisface g(z) > 0 para
0<z<K,g9(K)=0yg(x) <Oparaz > K.

* Los depredadores reducen la tasa de crecimiento al reducir el nimero de
presas. Esto es, yp(x) donde p(x) es la cantidad de presas muertas por un
depredador tal que p(0) = 0y p(z) > 0 parax > 0.
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* La tasa de crecimiento en los depredadores es dada por —y + ¢(z).
El pardmetro v > 0 corresponde a la mortalidad de los depredadores en
ausencia de presas y ¢(z) es una funcién positiva creciente que satisface
q(0) =0y ¢ (z) > 0paraz > 0.

Para garantizar la existencia de un tnico ciclo limite globalmente asint6ti-
camente estable en el modelo se usa el siguiente resultado, cuya prueba fue
realizada por Kuang & Freedman [[7]].

Teorema 5 Un modelo de Gause

{ & = xg(r) — yp(r)
¥ =yl—7+q(@)],

con~y > 0y g, p, q funciones de clase C, que satisfacen

(HI) Existe un K > 0tal que g(x) > 0si0 <z < K, g(K) =0yg(z) <0
six > K,

(H2) p(0) =0y p(z) > 0parazx >0,
(H3) q(0) =0, ¢'(x) >0,
(H4) Existe x*, 0 < z* < K tal que q(z*) = ~,
d (zg(z)
9 5 (557
P (z)

xg/(ﬂf)+9(m)—mg(w)7)

>0,

*

=

(H@% —Fq@) <Opara0<z<z*yzr*<z<K,

posee un tinico punto de equilibrio (x*,y*) localmente inestable dentro del
primer cuadrante y un unico ciclo limite globalmente asintoticamente estable

en{(z,y): x>0,y >0}\ {(z" y")}.

3 Modelo discontinuo depredador—presa
Sean x > 0 ey > 0 la cantidad de presas y depredadores, respectivamente,

donde solamente los depredadores pueden ser capturados. Si la poblacién de
presas cae por debajo de un valor critico P, esto es, z < P, entonces se

Rev.Mate.Teor:Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 28(2): 183-208, Jul-Dec 2021



192 C. CORTES-GARCIA

activa un mecanismo de protecciéon que impide que estas sean consumidas por
los depredadores. Este modelo es descrito de la siguiente forma:

=alp(1- )]
w'— x|p I 3)
y=yl-d—qFE],
donde
s f(z)==x [p (1 — —)] describe el crecimiento logistico de las presas, con

p > 0latasa de crecimiento sin consumo por los depredadoresy K > Pla
capacidad de soporte medio para las presas en ausencia de depredadores.

* h(y) = y|—d — qFE] describe el decrecimiento de los depredadores, con
d > 0 la tasa de mortalidad, ¢ > 0 el coeficiente de capturabilidad y
E > 0 el esfuerzo de capturabilidad.

Por otro lado, cuando el nimero de presas es superior a P, esto es,

x > P, su mecanismo de proteccion se desactiva y pasan a ser consumidas
por los depredadores. Este modelo es descrito de como:

&= p<1_;>_bcfm}

cax @
) = —d—qF
Y Y bt q } )
donde
e p(x) = iy ©s el aumento desacelerado en el consumo una vez que

aumentan las presas consumidas hasta aproximarse asintéticamente a una
constante a, donde a > 0 es la taza de consumo de los depredadores y
b > 0 la constante media de captura,

* —yp(x) es el consumo de las presas por unidad de tiempo para
cada depredador,

* cyp(z) es la conversion de presas consumidas en nuevos depredadores,

donde ¢ > 0 es la taza de eficiencia con que el depredador capturd
la presa.
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Finalmente, este modelo, equivalente a lo mostrado por Yang et al. [12], es
descrito como un sistema planar de Filippov:

x p<1—£>— W }
X(z,y) = CaxK btz si x> P,
Z(x,y) = y[ber—d—qE]
x
Y(x,y)z(x[po_l()}) si 0<xz<P,
yl—d—qE]
®)
donde P < Ky
¥t = {(z,y) €eR*:y >0, f(z,y) =z — P >0},
Y = {(z,y) eR*:y >0, f(x,y) =z — P =0}, (6)
%" = {(z,y) €eR?:2>0,y >0, f(z,y) =2 — P <0}

Para analizar la dindmica sobre aquellas alteracién en los pardmetros de
proteccién Py capturabilidad E de las especies en el modelo (5), es necesario
encontrar y determinar la estabilidad local de los puntos de equilibrio, y posibles
ciclos limites, en los campos vectoriales X e Y, representados por los modelos
By @ respectivamente.

3.1 Estudio del campo vectorial Y

Los puntos de equilibrio de Y son dados por (0,0) y (K,0), cuya matriz
Jacobiana DY del campo vectorial Y es dada por

DY  — 0 7
Como
detDY (0,0) = —p(d + qF) < 0, ()

entonces, por el Teorema de Hartman Grobman dado en [11], el punto de equili-
brio (0, 0) es localmente un punto silla.
Para el punto de equilibrio (£, 0) se tiene

detDY (K,0) = p(d+qFE) >0,
trDY (K,0) = —(p+d+qF) <0,
A = [trDY (K, 0)]? — 4detDY (K,0) = 2d*+2¢dE + (p — dE)? > 0,
del cual (K, 0) es localmente un nodo estable.

Se observa que el campo Y no posee ciclos limites en el primer cuadrante dado
que y = —(d + qE)y < 0 para todo y > 0.
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194 C. CORTES-GARCIA

3.2 Estudio del campo vectorial X

Los puntos de equilibrio de X son (0,0), (K,0)y

% x b(d+qFE beplacK —(b+K)(d+qF
(l‘ 'Y ) = (acg(d—?—q%])’ P[K[acf(d+q)é)}2q )}) .

Por la descripcién del modelo, (z*,y*) debe ser un punto interior en el
primer cuadrante.

Como d + gE > 0y a > 0, se necesita que ac — (d + ¢E) > 0 para que
" > 0. Ademds y* > 0si B < “LoqCER)
en el primer cuadrante si £/ < %@Kgm yac>d+qFE.

Por otro lado, como los valores propios de la matriz Jacobiana de X en
(0,0) son dados por Ay = p > 0y Ay = —(d — ¢E) < 0, entonces el punto de
equilibrio (0, 0) es localmente un punto silla. Ademas, de los valores propios de
la matriz Jacobiana de X evaluada en (K, 0),

. Por tanto, (z*,y*) se encuentra

A= —p <0,
P acK—(b+K)(d+qF)
2 = b+ K )
si Ay > 0, equivalente a I < %(%K), el punto (K, 0) es localmente un
punto silla. Sin embargo, si A2 < 0, esto es, %%K) < E, el punto (K, 0)

es localmente estable y el punto (z*, y*) no coexistiria.
El determinante y la traza de la matriz Jacobiana de X en (z*, y*) son

p(d+ qFE)acK — (b+ K)(d + qF)]

detDX (z*,y*) =

ack ’
e oy Pl gE)acb — K) + (b+ K)(d+ ¢F)]
DX (2% y") = acK[(d + qF) — ac] '

Como acK > (b+ K)(d + ¢F) tenemos que detDX (z*,y*) > 0y, si
r* < KT_b entonces ac(b— K)+ (b+ K)(d+¢F) < OyasitrDX (z*,y*) > 0.
Anélogamente, si x* > % entonces ac(b — K) + (b+ K)(d+qFE) >0y
trDX (x*,y*) < 0.

Si A = [trDX (z*,y*)]> — 4det DX (z*, y*) se concluye que la estabilidad
local de (z*,y*) es

e Un nodo estable si 2* > KT_I’ y A >0,

¢ Un nodo inestable si z* < % yA >0,
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« Un foco estable si 2* > £ y A <0,
* Un foco inestable si x* < KT_I’ y A <O0.

El siguiente resultado muestra la existencia del ciclo limite del campo
vectorial X.
Lemal Si z* < K by A < 0, entonces (x*,y*) es un foco inestable y
existe un unico ciclo llmlte globalmente asintoticamente estable I'x de X en el
primer cuadrante.

Prueba. Por hipétesis, (z*, y*) es un foco inestable.
Dado que campo X es equivalente al modelo 2] con

X

g@)=p(1- %), pa) =

axr ( ) cax
_CU prd
btz 7 btz

v = d+qF,

para garantizar la existencia de un tunico ciclo limite globalmente asintética-
mente estable en el campo vectorial X, se usa el Teorema[5] Nétese que,

i) g(x) >0si0<z < K,g(K)=0yg(z) <0siz> K,

i) p(0) = 0,9 (x) = 5455 > 0,

iii) q(0) =0,¢'(z) = ;%55 >0,

) Como
zg/ (@) + g(w) —ag(@) B (1 2) —p(1- £) by
-7 +q(x) e —d—qE
B pr(2z+b— K)
K {b(d+ qE) — xlac — (d + qE)|}
pr(2x +b— K)

Klac— (d+ ¢E)|(z* — z)’

al calcular su derivada se tiene que:

1 2 22 4dpx* o+ pz* + pbx*
x .
ac — (d+ qE)(x* — x)? K" K p K

Ya que

1
>0
ac— (d+ qE)(z* —x)? — 7
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considere 0 o -
F(z) = —?pa? + %ij px* + p[;: ;

esto es, una parabola que abre hacia abajo con discriminante

8p?z* .
Siz* < KT_b se tiene que b — K 4 2z* < 0, esto es, Arp < 0. De igual forma
F(z) posee a lo mucho una raiz real que garantiza F'(z) <0y

P (x)

4 p(z)
dzx - +q(z) =0

4 [ %9 @) +9(x) —zg(z)

Por lo tanto, el campo X posee un tnico ciclo limite globalmente asintética-
mente estable en el primer cuadrante. m

3.3 Estudio del sistema de Filippov Z

Para todo p = (P,y) € X cony > 0, se tiene que

Xf(p) = X(p)-gradf(p) =P [P <1 - ;) - bj—yP} :
Yf(p) = Y(p)- gradf(p) =Pp <1 - ;) :

P
Como P < K, entonces Y f(p) = Pp (1 — K) > 0y si

Xf(p)zP[p<1—§>—bf’P} >0,

p(K—-P)(b+P)

= > .
yp e Y

entonces

Por lo tanto,

N5 = {(a:,y)GRQ:m:P, yp<y},
¢ = {(fU,y)GR23ﬂ3:P,Z/P>Z/}»
e =90
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El campo vectorial del segmento deslizante Z*(p), con p € %, es dado por

0
Z°(p) = | Pep(K — P) — Ky(d + ¢E)
K
El pseudo-equilibrio del sistema de Filippov ()
pcP (K — P)>
PN = (P, =\P—F—= |

existe siy; > y, pues PN € X°.
Por otro lado, si z* > P, estoes, & > %ﬁjﬂ, entonces (z*,y*) es

un equilibrio del sistema de Filippov (3). Sin embargo, si 2* < P, esto es

E < acP—d(b+P)
q(b+P)

Se observa que para el segmento deslizante Z*(p),

d (Pcp(K — P)— Ky(d+ ¢F)

dy K

, entonces (z*, y*) no pertenece al sistema de Filippov .

) =—(d+¢F) <0,

luego PN € ¥ es un pseudo-nodo estable. Como Y f(p) > 0 para todo p € ¥,
existe un punto tangente cuadratico cuando X f(p) = 0, esto es,

. <P,p(b+i)[((K_P)>,

con

Pp(P — K)(acP — (b+ P)(d + qE))

X2f(T) = X(T) - gradX f(T) = Kb+ P)

El punto T’ es cuadrético visible si X 2 f(T) > 0,estoes, P < z*, e invisible
si X2f(T) < 0, esto es, P > z*. Por otro lado, si (z*,y*) es un equilibrio del
sistema de Filippov , esto es, z* > P, entonces

Cp(K—P)(b+P) peP(K—P)  Xf(T)
= ok " K(d+g¢E)  aP

> 0,

asi y, > y1 del cual PN no existe en el sistema de Filippov (). Andlogamente,
si PN existe, esto es, y; > yp, se tiene que acP — (b+ P)(d+ qF) >0y

b(d+qFE)  acP— (b+ P)(d+qFE)

P_z*=P_ —
v ac— (d+ qF) ac — (d+ qF)

> 0,

asi (z*,y*) no ésta definido en el sistema de Filippov . De estas deducciones
se ha demostrado el siguiente resultado.
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—

Predador y(t)
—

Predador y(t)

(] 5 10 15 20 25 30 8 40 45 50 55
Presax(t)

(a) First (b) Second

Figura 6: Retrato de fase del sistema de Filippov cuando (x*,y*) es un foco in-
estable, E = 0.2y (a) P = 3.3; (b) P = 10.3.

Lema 2 El equilibrio (z*,y*) y el pseudo-equilibrio PN no pueden existir al
mismo tiempo. Ademds, PN es estable si Y2° existe.

Al realizar un andlisis global al sistema de Filippov (3), equivalente a lo
mostrado por Yang et al. [12], se procede a estudiar dos casos:

Caso uno: El punto (z*,y*) es un foco inestable, esto es, t* < % yA <O,

y I'x es un ciclo limite en X.

Sea T un ciclo limite del sistema de Filippov (3) en X1, L = (1., yLy)
y R = (R, YR, ) puntos que se encuentran mas a la izquierda y derecha del
ciclo limite I"x en X, respectivamente. Se cumplen los siguientes resultados.

Teorema 6 El sistema de Filippov (3) posee un iinico ciclo limite I’ globalmente
asintoticamente estable si, y solo si0 < P < xp,.

Prueba. Si0 < P < xp,, entonces P < z* y (z*, y*) es un equilibrio en X7,
el punto tangente 7' es visible y el pseudo-equilibrio PN no existe. Ademds,
el ciclo limite I'xy en X se encuentra completamente al lado derecho de la linea
x = P, estoes,en . Luego 'y = I" como se observa en la FiguralEka).

Por otro lado, cualquier trayectoria que inicia en p € >° se desplaza por
el segmento deslizante hasta 7', y debido a la estabilidad de I'x, converge a
I'x. Ademds, si la trayectoria parte en X7 y llega a X%, se desliza hasta T a lo
largo del segmento deslizante y converge a I'x. De igual forma, si la trayectoria
parte en ¥ mas no llega a X%, debe converger a I'x. Por lo tanto, cualquier
trayectoria que inicia en X convergea 'y =T
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Abhora, cualquier solucién que inicia en >~ llega a x = P para un tiempo
finito. Si las trayectorias llegan a ¥°, se desliza hasta T' y converge para ['y.
Andlogamente, si tal trayectoria llega a la linea x = P por debajo del punto
tangente 7', esto es, llega a X:¢, entran a la region X7 y convergen a I'y. Por lo
tanto, todas las soluciones del sistema de Filippov (5) finalmente se aproximan
all X = I

Reciprocamente, es claro que P < 0 no es posible. Si P = zp,,, se tiene
un ciclo tangente con ., mas no un ciclo limite I" para el Sistema de Filippov
@). Se P > xr,,, se obtiene un ciclo mas no un ciclo limite I' en X. Por tanto
0<P<uxy x- 1

Los siguientes resultados muestran las condiciones para garantizar la
existencia de un ciclo.

Teorema 7 Existe un ciclo tangente a 3. globalmente asintoticamente estable en
el sistema de Filippov (O)) si, y solo si xp,,, = P.

Prueba. Siz;, = P,elciclo limite I'x intercepta a > en 7' como se observa
en la Figura[6(b). Luego existe un ciclo tangente I" a 3 en el sistema de Filippov
. Como I'x es globalmente estable, cualquier trayectoria que inicia en X1, 3
0 X~ debe converger a I'. Por otro lado, P = x,,, es una condicion necesaria
para garantizar la existencia y estabilidad global del ciclo tangente a 3 en el
sistema de Filippov (5)). m

Teorema 8 El sistema de Filippov () posee un ciclo I globalmente asintética-
mente estable si, y solo si vy, < P < x*.

Prueba. Siz, < P < z*, entonces (z*,y*) es un equilibrio del sistema
de Filippov (3) y el punto tangente 7" es visible. Ademds, el ciclo limite I' x
no se encuentra completamente contenido en X7 y el pseudo-equilibrio PN no
existe conforme al Lema[2] Para la existencia del ciclo, es necesario probar que
la solucion del sistema de Filippov (5) que comienza a partir del punto tangente
T llega a un punto B € 3°.

En efecto, la trayectoria +; que inicia en T rodea una parte del ciclo
contenido en X, debido a la inestabilidad de (z*,y*) como se muestra en la
Figura[7(a), y se encuentra con un punto B € ¥°. Se observa que B # T, caso
contrario, I' serfa un ciclo tangente a .. Ademds, ~y; es un arco tipo focal, pues
no posee puntos tangentes en [B,T),y X f(p) - Y f(p) < Oenp € (T, A] C
3%, Por el Lema [2} no existe el pseudo-equilibrio PN en X%, indicando que
{X(p),Y(p)} es un conjunto linealmente independiente
parap € [B,T)].
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Predador y(t)
Predador y(t)

" " " " " ! \ N , " " " ! ,
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 0 5 0 15 20 25 30 3 40 45 50 55
Presa x(t) Presa x(t)

(a) (b)

i

Figura 7: Retrato de fase del sistema de Filippov cuando (z*,y*) es un foco
inestable, £ = 0.2y (a) P = 10y (z*,y*) estable, (b) P = 20y (z*, y*)
estable, (c) P = 30y PN estable.

De esa forma, por el Teorema M] el sistema de Filippov (3 posee un ciclo
dado por I' = 4, U BT como se observa en la Figura Eka) Cualquier solucién
en el interior de I' converge al segmento BT C X pues (z*,y*) es un foco
inestable. Ademds, cualquier solucién que inicia en un punto por fuera de I'
debe converger para el ciclo I'. Por consiguiente, I' es un ciclo globalmente
asintéticamente estable en el sistema Filippov (3)).

Reciprocamente, se observa que xy, < P, caso contrario, la condicion
P <z, garantiza la existencia y estabilidad del ciclo tangente con ¥ o ciclo
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limite Iy del sistema de Filippov (5)), sin embargo contradice el hecho que I' es
un ciclo. Por otro lado P < z*, caso contrario, si P > z*, entonces (z*, y*)
no pertenece al sistema de Filippov (5)), y por el Lema [2] el pseudo-equilibrio
PN € ¥° existe y es estable. Esto contradice la estabilidad global del ciclo y la
prueba ésta completa. m

Teorema 9 El pseudo-equilibrio PN del sistema de Filippov (9)) es globalmente
asintoticamente estable si, y solo si, x* < P < K.

Prueba. Si PN es globalmente asintGticamente estable, entonces (z*, y*) no
ésta definido en el sistema de Filippov , esto es, ¥ < P. Ademais, P < K.
Por tanto z* < P < K.

Reciprocamente, si z* < P < K, entonces (z*,y*) no existe en el
sistema de Filippov (5)), el punto tangente 7" es invisible por Lemal[l]y el pseudo-
equilibrio PN existe y es estable en ¥° como se observa en la Figura [7{c).
Por lo tanto, es suficiente mostrar que cualquier trayectoria que llegaa x = P
para y; < y, debe converger a ¥°. En efecto, cualquier trayectoria que parte en
¥~ llega a X% 0 X, Si entra en X, la trayectoria recorre ¥ hasta llegar a 5.

Por lo tanto, tal trayectoria se desliza sobre 3¢ y converge al pseudo-equilibrio
PN. Luego PN es globalmente asintéticamente estable. m

Caso dos: El punto (x*,y*) es un foco estable en ¥, esto es, v* > KT_b y

A <0.
Al observar la Figura [§(a) y 1la prueba del Teorema [0
se obtiene lo siguiente.

Teorema 10 Suponga que 0 < P < x*, entonces (z*,y*) del sistema de
Filippov (3) es globalmente asintdticamente estable.

Andlogamente, la prueba del siguiente resultado es semejante al Teorema [J]
y de observar la Figura §]c).

Teorema 11 El pseudo-equilibrio PN en el sistema de Filippov (3) es global-
mente asintoticamente estable si, y solo si, v* < P < K.

3.4 Analisis de bifurcacion

Dado la clasificacion de las bifurcaciones en sistemas de Filippov presentados
por Kuznetsov et al. [9], el sistema de Filippov (5) presenta una bifurcacion
Y.-foco cuando los puntos (x*,y*) y T colisionan simultineamente siempre que
P cruza a través de x*. Para P = z*, el ciclo estable se encoge y el equilibrio
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Pardmetro | Unidad Valor
a Por dia 1

b Por presa 5

c Por dia 0.45
d Por dia 0.2

1) Por dia 1

K Numero por unidad de drea 50

q Por dia 0.8

P Numero por unidad de darea 0 - 50

Tabla 1: Valores de los pardmetros para el sistema de Filippov .

(z*,y*) con el punto tangente visible 7" colisionan y forman un punto estable
como se observa en la Figura[7(b). Cuando z, < P < z*, el ciclo I' pasa a
través del punto tangente visible 7'y rodea el foco inestable (z*, y*).

Ademds, el foco inestable (z*,y*) y el punto tangente visible 7' coexisten
como lo observado en la Figura[/(a). Para P > x*, el pseudo-equilibrio estable
PN y el punto tangente invisible 7" aparecen en el sistema de Filippov (5) como
lo observado en la Figura[7{c).

Existe otra bifurcacién X-foco para el sistema de Filippov (5) cuando (z*, y*)
es un foco estable y P = z* como se observa en la Figura[§|b). El foco estable
(z*,y*) y el punto tangente visible 7" coexisten cuando 0 < P < z* como se
observa en la Figura[§(a), colisionan si P = z* y forma un pseudo-equilibrio es-
table PN y el punto tangente invisible 7" como lo mostrado en la Figura[§{c). Esa
bifurcacién muestra como un foco estable se transforma en un pseudo-equilibrio
estable.

De igual forma, el sistema de Filippov (3)) presenta una bifurcacion X-nodo
cuando el nodo estable (z*, y*) colisiona con la linea = P. En la Figura[0fa),
cuando P = 20, la trayectoria que llegan a 3.° se deslizan hasta el punto tangente
visible 7"y tiende para el nodo estable (z*,y*), en cuanto las trayectorias que
no llegan al segmento deslizante también tiende para el nodo estable. Por tanto,
existe un nodo globalmente asintéticamente estable (z*,y*). Cuando P = x*,
(z*, y*) colisiona con T formando un punto globalmente asintéticamente estable
como lo observado en la Figura [§[b). Cuando P > z*, el nodo estable (z*, y*)
no esta definido en el Sistema de Filippov (5) y existe un pseudo-equilibrio PN
globalmente asintéticamente estable cercano al punto tangente invisible 7' como
lo observado en la Figura [9fc).
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Por otro lado, el sistema de Filippov (5) presenta una bifurcacion Grazing
cuando el ciclo limite I'x es tangente a’l’ € ¥° en P = z,,. Por ejemplo, al
considerar los valores para cada pardmetro dados en la Tabla|l} si £ = 0.2y
P =~ 3.3, el ciclo limite estable I'x se convierte en un ciclo tangente a > como
se observa en la Figura [f[b). En este caso, el ciclo tangente es atractor con una
trayectoria de entrada deslizante estable.

Cuando P <z, el ciclo limite estable I'x coexiste con el punto tangente
visible 7" como se observa en la Figura [6] (a). El ciclo tangente estable a X se
convierte en un ciclo para x7,, < P < x* como se observa en la Figura a).
Como el ciclo limite I" x no es conocido de forma explicita, tampoco es posible
determinar una funcién P(E) que explique la curva P =z, .

Si (z*,y*) es un foco inestable, entonces una bifurcacion de Hopf se
presenta al colisionar el ciclo limite I'x con el foco inestable, donde el ciclo
se encoge y se transforma en un foco estable cuando los pardmetros varian.
La bifurcacion de Hopf [8]], ocurre cuando los valores propios de la matriz
DX (x*,y*) tiene parte real nula, esto es, trD X (*, y*) = 0, equivalente

E— Ey(P) - ac(b—qf((;))i—fcé()b—&—l()

ylacurva P = z1, separalas regiones 1 y 2 dadas en la Figura Si (z*,y*) es
un foco inestable, esto es, =¥ < % y A < 0, entonces By < E'y las regiones
1 y 2 presentan un foco inestable y un tinico ciclo, ciclo tangente, o ciclo limite
globalmente estable cuando P < zr,, P = v, 0 x1, < P, respectivamente.
Si Ey > E'y A <0, entonces z* > £ty (2%, y*) es un foco estable.

A diferencia de los resultados de Yang et al. [[12]], cuando A = 0, el foco
estable (2, y*) se transforma en un nodo estable que al colisionar con el punto
silla (K, 0), del campo vectorial X, sobre el eje x es una bifurcacion transcritica
determinada por * = K, esto es,

acK —d(b+ K)
q(b+ K)

E = Epc(P) =

De igual forma, si (z*, y*) colisiona con ¥, esto es, P = x*, entonces, 5

acP —d(b+ P)
E=Fpr_Nn(P)=
F N( ) q(b—l—P)
5 donde Er_n(K) = Epc(K) y se intercepta con la curva Ep cuando

p— blac(b—K)+2d(b+K)

Nack—d(b+K)) ), dividiendo la region 3 en las regiones 4 y 5.
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Figura 8: Retrato de fase do Sistema Planar de Filippov (5 cuando (z*, y*) es un foco
estable, E = 0.22y (a) P = 10y (z*, y*) estable, (b) P =~ 25.405y (z*, y*)
estable, (c) P = 30y PN estable.
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Predador y(t)
Predador y(t)

Presax(t)

(a)

=
e
g
3
4
o

\

25 30 35 40 45 50 55
Presa x(t)

©
Figura 9: Retrato de fase del Sistema de Filippov cuando (z*,y*) es un nodo

estable, F = 0.24y (a) P = 20y (z*, y*) estable, (b) P ~ 33.793 y (z*, y*)
estable, (c) P =45y PN estable.
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Valores no reales

] e
E=Ey ////’

E=FEp_n ® FE = Epc

(0,0) -

Predador ()

(d) Regién 3

. NN "
‘l\}\’\
S==——— =

N
Presa xt)

Predacor )

(e) Regién 4 (f) Regioén 5 (g) Regién 6

Figura 10: Curvas de bifurcaciones para el Sistema de Filippov (5) en el plano (F, P)
con pardmetros mostrados en la Tabla [T} En la regién 1 existe un ciclo;
la regién 2 un ciclo limite en X; la regién 3 un pseudo-equilibrio estable;
region 4 un foco estable; region 5 un nodo estable; region 6 una silla.
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Al verificar si se han detectado todas las bifurcaciones para el sistema de
Filippov , resta analizar si existe una colision de 7" con (z*, y*) sobre el eje
x y una colisién de un nodo inestable con .. Para el primer caso implica que
P = K, lo cual, bajo las hipétesis del sistema de Filippov (5), no es probable.
Para el segundo caso, si x* < %, estoesac(b— K)+ (b+ K)(d+ qF) < 0,

y A\ > 0, el sistema de Filippov (5) no podria presentar un nodo inestable.

En la Figura[I(] y a diferencia del trabajo de Yang et al. [12]], se muestra el
diagrama de bifurcaciones en el sistema de Filippov (5] en el plano (E, P) y con
valores en los pardmetros mostrados en la Tabla|l} donde £ = Exg ~ 0.2102,

5(P—4)

F=Fp_n= T6(P15) Y FE = Erc =~ 0.2613. De igual forma, los retratos de

fase para el sistema de Filippov (5] son mostrados en diferentes regiones de la
Figura[I0]
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