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Resumen

En este artículo se formula un modelo basado en ecuaciones di-
ferenciales ordinarias, para describir la dinámica de transmisión del
VIH considerando una diferenciación en la población según el género
y la orientación sexual, con el fin de analizar el impacto que el uso de
medidas preventivas tiene en la reducción de la transmisión del virus.
Se realiza además un estudio de simulación numérica para ilustrar
diferentes escenarios de control mediante medidas preventivas.

Palabras clave: sistema dinámico; estabilidad local; VIH; SIDA;
medidas preventivas.

Abstract

A model based on ordinary differential equations to describe the
dynamics of HIV transmission, considering differentiation in the pop-
ulation according to gender and sexual orientation is proposed, in
order to analyze the impact of preventive measures in reducing HIV
transmission. A numerical study is carried out to illustrate different
control scenarios through preventive measures.

Keywords: dynamical systems; local stability; HIV; AIDS; preventive
measures.
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1 Introducción
Desde su aparición en la segunda mitad del siglo XX, la infección por el
Virus de Inmunodeficiencia Humana (VIH) y el Síndrome de Inmunode-
ficiencia Adquirida (SIDA) se han convertido en un problema de salud a
escala mundial, y de hecho, constituyen la primera epidemia del siglo XXI.
ONUSIDA en su hoja informativa de junio de 2017, reporta a nivel global
que 20,9 millones de personas tenían acceso a la terapia antiorretroviral,
36,7 millones [30,8 millones–42,9 millones] de personas vivían con el VIH
en 2016 en todo el mundo. 1,8 millones [1,6 millones–2,1 millones] de
personas contrajeron la infección por el VIH en 2016. 1 millón [830.000–
1,2 millones] de personas fallecieron a causa de enfermedades relacionadas
con el SIDA en 2016. 76,1 millones [65,2 millones–88,0 millones] de per-
sonas contrajeron la infección por el VIH desde el comienzo de la epi-
demia y 35,0 millones [28,9 millones–41,5 millones] de personas fallecieron
a causa de enfermedades relacionadas con el sida desde el comienzo de la
epidemia [33].
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El reporte de datos de Onusida para 2017 [47], estima para Colombia
que el número de nuevas infecciones por VIH se ha venido reduciendo con
7800 nuevos casos en 2005, frente a 6900 en 2010 y 5600 en 2016. La
incidencia de VIH por cada 1000 habitantes se estimó entre 0.08 y 0.16.
Particularmente de la población de jóvenes de 15–24 años, se estimó un
conocimiento de la prevención por parte del 30.2% de la población.

El uso de los preservativos como método de barrera sigue siendo el
mejor método y el más generalizado para evitar el contagio con el VIH. Se
hace una distinción entre la eficacia y la efectividad de los preservativos,
la eficacia se refiere a la protección recibida bajo las condiciones ideales
y las propiedades del preservativo; y la efectividad es definida como la
protección recibida bajo las condiciones reales, las propiedades del preser-
vativo y el comportamiento del usuario; por lo tanto, la efectividad de
un preservativo es un término usado para referirse al nivel de protección
contra la infección del VIH, y otras enfermedades de transmisión sexual
(ETS), cuando los preservativos se usan consecuente y correctamente [36].

Según ONUSIDA en sus datos para Colombia, el uso del condón, por
lo menos en las relaciones sexuales de mayor riesgo, alcanzó para los hom-
bres un 70.5%, mientras que para el uso de condón en las mujeres no
se reporta dato alguno. En la población de hombres gay y otros hom-
bres que tienen sexo con hombres, la población estimada es de 545 042,
con una prevalencia de VIH del 17% y un uso del condón también del
17%. La población transgénero se estima en el reporte en 14 608, con una
prevalencia de 21.4% y un uso del condón que alcanza el 91.3% [47].

Los preservativos de látex para los hombres son esencialmente im-
permeables a partículas del tamaño de los patógenos que causan ETS,
incluyendo la infección VIH, mientras que los estudios sobre la eficacia y
efectividad de los preservativos poliuretano para mujeres, han demostrado
que estos proveen una barrera efectiva contra organismos inclusive más
pequeños que los que causan ETS y es por lo menos equivalente al preser-
vativo para hombres en la prevención de la gonorrea, la tricomoniasis y la
clamidia.

El modelado matemático de la dinámica de transmisión del VIH se ha
enfocado desde diferentes aspectos de la enfermedad y mediante diversas
herramientas matemáticas, como las ecuaciones diferenciales ordinarias
y parciales, los modelos discretos, modelos estadísticos y problemas de
optimización, entre otros. Se reportan unos pocos estudios que sirven
como antecedente y se han enfocado al estudio de modelos matemáticos
sobre enfermedades infecciosas [37, 6, 9, 29, 45]. Modelos matemáticos
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para la dinámica de transmisión del VIH [7, 20, 19, 21, 24, 42, 28, 32, 34,
38, 41, 43, 44, 50]. Modelos matemáticos para la prevención, diagnóstico
o tratamiento antirretroviral del VIH [3, 48, 10, 11, 26, 46]. Modelos
del VIH en poblaciones de riesgo [1, 14, 39, 45]. Distribución espacial
de la infección [13, 49]. Problemas de control óptimo en enfermedades
infecciosas [4, 5, 12, 15, 23, 30, 31, 40]. Modelos matemáticos de control
óptimo sobre el VIH/SIDA [8, 22, 25].

En este trabajo se formula un modelo matemático que permite deter-
minar la proporción de adopción que deben tener los preservativos en una
población con el fin de controlar la transmisión de la enfermedad. En vista
de que los comportamientos sexuales de la población son heterogéneos y
que el uso del condón es claramente diferenciable en poblaciones homo-
sexuales y heterosexuales, agravado lo anterior a la falta de información
precisa, se tiene que también los riesgos de infección son diferenciables
según el tipo de acto sexual considerado [27]. En ese sentido, se ha optado
por considerar una población bisexual, donde las vías de transmisión se
restringen al contacto sexual heterosexual y homosexual entre hombres.
En cualquiera de los casos, se asume que las tasas de transmisión y uso
del condón son diferentes.

2 Formulación del modelo

Se formula un modelo para la dinámica de transmisión del VIH con-
siderando una población bisexual y diferenciada según género, con el fin
de estudiar el impacto que el uso de medidas preventivas tiene en la re-
ducción de la transmisión del virus. De manera específica, se modela la
transmisión del VIH por vía sexual en una población de mujeres sexual-
mente activas, susceptibles al contagio x1 = x1(t) y hombres sexualmente
activos susceptibles al contagio y1 = y1(t). Se supone acá que las mujeres
sólo adquieren el virus por contacto sexual con hombres infectados (rela-
ciones heterosexuales), debido a que las probabilidades de transmisión en
relaciones entre mujeres son en esencia muy bajas [2]. Por el contrario, se
supone que los hombres pueden adquirir el virus por relaciones sexuales
tanto con mujeres como con hombres, es decir que la población se supone
bisexual. Una vez una mujer adquiere el virus, pasa a la categoría de infec-
tada sin diagnosticar x2 = x2(t), mientras que los hombres que adquieren
el virus pasan al estado de infectado sin diagnosticar y2 = y2(t).
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Son muchos los factores que pueden dificultar el diagnóstico con el
virus, tanto de índole fisiológico como social, lo que hace difícil estimar el
tiempo que transcurre desde el momento del contagio hasta el diagnóstico
[43], sin embargo, una vez esto ocurre, las mujeres pasan a la categoría de
infectadas diagnosticadas x3 = x3(t) y los hombres pasan a la categoría de
infectados diagnosticados y3 = y3(t). Adicionalmente, se supone que todos
los individuos diagnosticados se encuentran bajo algún esquema de terapia
antiviral, lo que permite asumir que las tasas de transmisión debidas a
individuos diagnosticados son muy bajas, y se desprecian en este estudio;
es decir, se asume que la transmisión del virus se debe exclusivamente a
los infectados sin diagnosticar, como se describe mas abajo.

El modelo está circunscrito a una población con características especí-
ficas de homogeneidad y no a una población general, en ese sentido, para
modelar la transmisión se consideró que la fuerza de infección obedece al
principio de acción de masas; es decir, que la transmisión del virus ocurre
sólo cuando se da un contacto efectivo, que corresponde a un encuentro
entre un individuo susceptible con uno infectado con una tasa de trans-
misión que recoge, entre otros aspectos, la probabilidad de que el virus
sea transmitido. Se asumen tres tasas de transmisión, a saber: β1 para
el contagio de una mujer susceptible por contacto con un hombre infec-
tado (β1x1y2); β2 para el contagio de un hombre susceptible por contacto
con una mujer infectada (β2x2y1) y finalmente, β3 para el contagio de un
hombre susceptible por contacto con un hombre infectado (β3y1y2). Se
consideran tres tasas de transmisión apoyados en el hecho de que dife-
rentes prácticas sexuales conllevan a diferentes niveles de riesgo. En la
Figura 1 se puede observar una descripción gráfica de los flujos considera-
dos en la construcción del sistema de ecuaciones diferenciales que describe
la dinámica y una descripción, las variables y parámetros usados en el
modelo se pueden apreciar en la Tabla 1.

El modelo se desarrolla teniendo en cuenta que la población total no
es constante; es decir, que esta presenta tasas de mortalidad tanto por
causas ajenas al virus, como también relacionadas con el virus y tanto en
personas diagnosticadas como sin diagnosticar. En particular, se asume
las poblaciones infectadas pueden morir tanto por causas relacionadas con
el virus como por causas ajenas a este, esto se apoya en el hecho de que
la infección por VIH es crónica, es decir que una persona infectada puede
vivir una vida relativamente plena y por mucho tiempo, sin sufrir los
efectos de enfermedad.
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Figura 1: Flujograma que describe gráficamente los flujos considerados en la
construcción del sistema de ecuaciones diferenciales para la dinámica.

Se denota con ∆1 > 0 y ∆2 > 0 a las tasas de crecimiento constantes
de las subpoblaciones de mujeres y hombres, respectivamente, que corres-
ponde a personas que inician su actividad sexual.
El modelo no considera poblaciones de niños ni transmisión vertical del
virus. Las consideraciones descritas dan origen al modelo en ecuaciones
diferenciales ordinarias:



dx1
dt

= ∆1 − β1(1 − u1)x1y2 − µx1

dx2
dt

= β1(1 − u1)x1y2 − δ1x2

dx3
dt

= γ1x2 − δ2x3

dy1
dt

= ∆2 − β2(1 − u1)x2y1 − β3(1 − u2)y1y2 − µy1

dy2
dt

= β2(1 − u1)x2y1 + β3(1 − u2)y1y2 − δ3y2

dy3
dt

= γ2y2 − δ2y3.

(1)
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Tabla 1: Descripción de las variables de estado y su valor inicial y de los
parámetros del modelo y el valor adoptado para su simulación.
MSA=Mujeres Sexualmente Activas, HSA= Hombres Sexualmente
Activos, MP=Medidas Preventivas. Los valores de parámetros son es-
timados de fuentes secundarias, en particular, β1, β3 y β3 son obtenidos
de los rangos propuestos en [27].

Par. Descripción Valor
x1 MSA susceptibles de adquirir el VIH en un tiempo t 250
x2 MSA portadoras del VIH no diagnosticadas en un tiempo t 0
x3 MSA portadoras del VIH diagnosticadas en un tiempo t 0
y1 HSA susceptibles de adquirir el VIH en un tiempo t 249
y2 HSA portadores del VIH no diagnosticados en un tiempo t 1
y3 HSA portadores del VIH diagnosticados en un tiempo t 0
∆1 Mujeres que ingresan a la población sexualmente activa 1
∆2 Hombres que ingresan a la población sexualmente activa 1
β1 Tasa de transmisión hombre a mujer 0.0006
β2 Tasa de transmisión mujer a hombre 0.0007
β3 Tasa de transmisión hombre a hombre 0.002
γ1 Tasa de diagnóstico para las mujeres 0.1
γ2 Tasa de diagnóstico para los hombres 0.1
µ Mortalidad por causas ajenas al virus 0.002
ω Mortalidad asociada con el virus en diagnosticados 0.0001
θ Mortalidad asociada con el virus en no diagnosticados 0.0005
u1 Proporción de adopción de MP en relaciones heterosexuales [0, 1]
u2 Proporción de adopción de MP en relaciones homosexuales [0, 1]

Con las condiciones iniciales no negativas xi(0) = x0
i , yi(0) = y0

i con
i = 1, 2, 3 y donde δ1 = γ1 + µ + θ, δ2 = µ + ω, δ3 = γ2 + µ + θ; ∆1 > 0,
∆2 > 0, β1 > 0, β2 > 0, β3 > 0, γ1 > 0, γ2 > 0, µ > 0, ω > 0, θ > 0 y
0 6 u1, u2 6 1. La expresión del sistema es relativamente sencilla en
relación con las expresiones no lineales que involucra. Es posible compro-
base que satisface las condiciones de existencia y unicidad de soluciones
en R6 [17, 35]. Más aún el sistema (1) está definido en el conjunto positi-
vamente invariante,

Ω =
{

(x1, x2, x3, y1, y2, y3) ∈ R6 : 0 ≤ x1, x2, x3 ≤ ∆1

µ
, 0 ≤ y1, y2, y3 ≤ ∆2

µ

}
.

En efecto, las soluciones x1(t) son no negativas puesto que
dx1
dt

∣∣∣
x1=0

= ∆1 > 0 para todo ∆1 > 0, por cuanto x1(t) es no nega-
tiva, particularmente para t → +∞. Similarmente, teniendo en cuenta el
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dominio definido para los parámetros y las condiciones iniciales no nega-
tivas, se tiene que

dx2
dt

∣∣∣∣
x2=0

= β1(1 − u1)x1y2 ≥ 0 y dx3
dt

∣∣∣∣
x3=0

= γ1x2 ≥ 0,

por lo tanto, x2(t) y x3(t) son también no negativas. Para ver que las solu-
ciones x1(t), x2(t) y x3(t) están acotadas superiormente, sea
Nx(t) = x1(t) + x2(t) + x3(t), de donde

dNx

dt
= ∆1 − µNx − ωx3 < ∆1 − µNx.

Por lo tanto, x(t) ≤ ∆1
µ , en particular para t → +∞, de donde se concluye

directamente que x1 ≤ ∆1
µ , 0 ≤ x2 ≤ ∆1

µ y 0 ≤ x3 ≤ ∆1
µ . Un argumento

similar permite probar para las variables y1(t), y2(t) y y3(t). El conjunto Ω
es importante porque permite garantizar que las soluciones del sistema no
se hacen negativas y tampoco escapan al infinito, es decir que constituye
un conjunto donde las soluciones del sistema tienen sentido biológico.

2.1 Soluciones constantes

Para determinar las soluciones constantes o puntos de equilibrio del sis-
tema se resuelve el sistema algebraico:



∆1 − β1(1 − u1)x1y2 − µx1 = 0

β1(1 − u1)x1y2 − δ1x2 = 0

γ1x2 − δ2x3 = 0

∆2 − β2(1 − u1)x2y1 − β3(1 − u2)y1y2 − µy1 = 0

β2(1 − u1)x2y1 + β3(1 − u2)y1y2 − δ3y2 = 0

γ2y2 − δ2y3 = 0.

(2)

Con lo que se puede demostrar que el punto de equilibrio trivial (ausen-
cia de virus) corresponde a E0 =

(
∆1
µ , 0, 0, ∆2

µ , 0, 0
)
, mientras que el único

equilibrio no trivial con sentido epidemiológico, es decir, contenido en Ω,
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E1 = (x1, x2, x3, y1, y2, y3), dado por las coordenadas:

x1 = ∆1
β1(1 − u1)y2 + µ

> 0

x2 = β1(1 − u1)∆1
δ1(β1(1 − u1)y2 + µ)

y2 > 0

x3 = γ1β1(1 − u1)∆1
δ1δ2(β1(1 − u1)y2 + µ)

y2 > 0

y1 = ∆2δ1(β1(1 − u1)y2 + µ)
∆1β1β2(1 − u1)2y2β3(1 − u2)y2 + µ

> 0

y2 =

√
p2

1 + 4p2p0

2p2
− p1

2p2

y3 = δ2
γ2

y2,

donde p0, p1 y p2 son los coeficientes de la ecuación cuadrática
−p2y2

2 − p1y2 + p0 = 0 dados por

p2 = β1(1 − u1)β3(1 − u2)
p1 = (Rg − 1)β1(1 − u1)

[
(Rm+1)β3(1−u2)
(Rg−1)β1(1−u1) − 1

]
p0 = (R0 − 1),

y con

Rh(u1) = β2(1−u1)∆2
δ3µ Rm(u1) = β1(1−u1)∆1

δ1µ

Rg(u2) = β3(1−u2)∆2
δ3µ R0(u1, u2) = Rh(u1)Rm(u1) + Rg(u2).

En el anexo se muestra una deducción detallada de los equilibrios,
proceso que lleva a concluir que la solución no trivial E1 tiene sentido
biológico siempre que R0 > 1 y se tengan las condiciones:

Rg > 1 y (Rm + 1)β3(1 − u2)
(Rg − 1)β1(1 − u1)

> 1. (3)

2.2 Estabilidad local en ausencia de infección

Mediante el proceso de linealización clásico de la Teoría de Sistemas
Dinámicos [35], se llega al sistema lineal:

dp
dt

= Jp,
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con p = (x1, x2, x3, y1, y2, y3) y J es la matriz jacobiana del sistema (1)
dada por:

J =



m11 0 0 0 m15 0
m21 m22 0 0 m25 0

0 m32 m33 0 0 0
0 m42 0 m44 m45 0
0 m52 0 m54 m55 0
0 0 0 0 m65 m66

 ,

en la cual,

m11 = −β1(1 − u1)y2 − µ − λ m15 = −β1(1 − u1)x1
m21 = β1(1 − u1)y2 − λ m22 = −δ1 − λ
m25 = β1(1 − u1)x1 m32 = γ1
m33 = −δ2 − λ m42 = −β2(1 − u1)y1
m44 = −β2(1 − u1)x2 − β3(1 − u2)y2 − µ − λ m45 = −β3(1 − u2)y1
m52 = β2(1 − u1)y1 m65 = γ1
m54 = β2(1 − u1)x2 + β3(1 − u2)y2 m66 = −δ2 − λ.
m55 = β3(1 − u2)y1 − δ3 − λ

La ecuación característica es dada por:

(δ2 + λ)2[λ4 + a3λ3 + a2λ2 + a1λ + a0] = 0,

donde

a0 = δ1(β1(1 − u1)y2 + µ) [β3(1 − u2)y1(β2(1 − u1)x2 + β3(1 − u2)y2)

+(δ3 − β3(1 − u2)y1)(β2(1 − u1)x2 + β3(1 − u2)y2 + µ)]

−β1β2(1 − u1)2x1µ2

a1 = (β1(1−u1)y2+µ+δ1)(β2(1 − u1)x2 + β3(1 − u2)y2)β3(1 − u2)y1

+(δ3 − β3(1 − u2)δ1)(β2(1 − u1)x2 + β3(1 − u2)y2 + µ)

−2β1β2(1 − u1)2y1µ + (β1(1 − u1)y1 + µ)(β2(1 − u1)x2

+β3(1 − u2)y2 + µ − β3(1 − u2)y1 + δ3)δ1
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a2 = (δ3 − β3(1 − u2)y1)(β2(1 − u1)x2 + β3(1 − u2)y2 + µ)

−β1β2(1 − u1)2x1y1 + (β1(1 − u1)y2 + µ + δ1)(β2(1 − u1)x2

+β3(1 − u2)y2 + µ − β3(1 − u2)y1 + δ3)

+(β1(1 − u1)y2 + µ)δ1

a3 = β2(1 − u1)x2 + β3(1 − u2)y2 + 2µ − β3(1 − u2)y1 + δ3

+β1(1 − u1)y1 + δ1.

Para que el polinomio característico tenga raíces con parte real nega-
tiva se requiere que a1 > 0, a3 > 0, a4 > 0 y a1a2a3 > a2

3 + a2
1a4 como

establece el criterio de Routh-Hurwitz [18].
En particular, para el punto de equilibrio trivial E0 se obtiene el si-

guiente resultado:

Proposición 2.1 El punto de equilibrio trivial E0 =
(

∆1
µ , 0, 0, ∆2

µ , 0, 0
)

del sistema (1) es local y asintóticamente estable si y sólo si R0 < 1.

Demostración. En el equilibrio trivial E0 se tiene la ecuación caracterís-
tica:

p(λ) = 1
µ2 (λ + µ)2(λ + δ2)2

(
a2λ2 + a1λ + a0

)
,

donde

a2 = µ2, a1 = µ2δ3(1 − Rg) + µ2δ1 y a0 = µ2δ1δ3 (1 − R0).

Evidentemente hay dos valores propios negativos de multiplicidad alge-
braica dos, los otros dos valores propios están dados por la expresión
cuadrática, usando el Criterio de Routh-Hurwitz para k = 2, se puede
garantizar que los otros dos valores propios tendrán parte real negativa
cuando a0 > 0 y a1 > 0. Note que como Rg(u2) = β3(1−u2)∆2

δ3µ y
R0(u1, u2) = Rh(u1)Rm(u1) + Rg(u2), entonces R0 < 1 garantiza au-
tomáticamente que Rg < 1. Por lo tanto a0 > 0 y a1 > 0 si y sólo si
R0 < 1, con lo cual queda probada la proposición.

El análisis de estabilidad del punto de equilibrio no trivial no es fácil
de efectuar, debido a la complejidad que adoptan los coeficientes del poli-
nomio característico, sin embargo, con base en el comportamiento usual
en la teoría que rodea el número básico de reproducción en epidemiología
[16], se puede conjeturar que cuando R0 > 1, se tiene que el equilibrio no
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trivial E1 es local y asintóticamente estable; es decir, que se satisfarán las
condiciones: a1 > 0, a3 > 0, a4 > 0 y a1a2a3 > a2

3 + a2
3a4. Sin embargo,

otros fenómenos como la posibilidad de bifurcación hacia atrás pueden ser
estudiados en un análisis más profundo del modelo y que va más allá de
los objetivos de este trabajo. En las simulaciones se ilustrará que efectiva-
mente los escenarios con R0 > 1 conllevan a un equilibrio no trivial que es
asintóticamente estable, pero en ningún caso las simulaciones configuran
una demostración rigurosa de lo conjeturado.

2.3 Umbrales de control con medidas preventivas

El Número Básico de Reproducción R0 se define como el número de casos
secundarios que produce un infectado en una población enteramente sus-
ceptible [16], para el sistema (1) se dedujo al estudiar la solución constante
en presencia de virus y está dado por R0(u1, u2) = Rh(u1)Rm(u1)+Rg(u2),
que de forma explícita es

R0(u1, u2) = β2(1 − u1)∆2
δ3µ

β1(1 − u1)∆1
δ1µ

+ β3(1 − u2)∆2
δ3µ

.

Puede notarse la influencia (efectos aditivos y multiplicativos) de cada
una de las vías de transmisión consideradas en el modelo, en efecto,
Rh y Rm corresponden a los aportes hechos por hombres y mujeres me-
diante los contactos heterosexuales, mientras que el sumando Rg corres-
ponde al aporte hecho por los hombres mediante los contactos homose-
xuales. En la Figura 2 se muestra la gráfica de la función R0(u1, u2) para
los valores de los parámetros dados en la Tabla 1. La figura permite apre-
ciar que los menores valores del R0 se obtiene para valores de u1 y u2
muy cercanos a 1, es decir, cuando la adopción de las medidas preven-
tivas se hace por la totalidad de la población. Una forma de evidenciar
esto analíticamente, por lo menos de forma aproximada, es estudiando la
adopción de medidas preventivas que se requiere, considerando preven-
ción solo en relaciones heterosexuales o solo en relaciones homosexuales
exclusivamente.
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Figura 2: Número básico de reproducción R0(u1, u2), con los valores de los pa-
rámetros que se muestran en la Tabla 1.

Se ha probado que el equilibrio libre de infección E0 es local y asintóti-
camente estable si y sólo si R0(u1, u2) < 1. El objetivo en este punto es
determinar umbrales UH y UG de control mediante medidas preventivas
exclusivamente para las relaciones heterosexuales y homosexuales respec-
tivamente.

Umbral de prevención para relaciones heterosexuales. Para deter-
minar UH , considere ausencia del control en las relaciones homosexuales,
u2 = 0; así, R0(u1, 0) < 1, es decir,

R0(u1, 0) = Rh(u1)Rm(u1) + Rg(0) < 1.

Despejando u1 se tiene:

u1 > UH = µ

∆1

√
δ1δ3
β1β3

(1 − Rg(0)) + 1 > 1,

expresión que solo tiene sentido si Rg(0) < 1 y en ese caso, esta cantidad
siempre es mayor que 1, por lo tanto no es posible llevar el sistema al
equilibrio libre de infección exclusivamente con medidas preventivas en
las relaciones heterosexuales.
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Umbral de prevención para relaciones homosexuales. Del mismo
modo, en ausencia de control en la población heterosexual, u1 = 0, la
condición R0(0, u2) < 1 implica

R0(0, u2) = Rh(0)Rm(0) + Rg(u2) < 1,

y al despejar u2 se obtiene:

u2 > UG = R0(0, 0) − 1
Rg(0)

> 1.

Esta cantidad es siempre mayor que 1, provisto R0(0, 0) > 1, y en conse-
cuencia tampoco es posible llevar el sistema al equilibrio libre de infección
E0 sólo con medidas preventivas en las relaciones homosexuales.

Con lo que se tiene hasta ahora, se puede afirmar que para eliminar
la transmisión de la infección, acudiendo solo a medidas preventivas, se
requiere que casi la totalidad de la población, sin importar la orientación
sexual, debe adoptar las medidas preventivas como una práctica usual. La
simulación de diversos escenarios en la próxima sección, mostrará eviden-
cias de esta afirmación.

2.4 Simulación

El modelo para la transmisión del VIH con medidas preventivas fue si-
mulado con las condiciones iniciales hipotéticas x1(0) = 250, x2(0) = 0,
x3(0) = 0, y1(0) = 249, y2(0) = 1 y y3(0) = 0, y valores para los pa-
rámetros descritos en la Tabla 1. Las simulaciones fueron hechas en un
programa de computación científica con un esquema Runge-Kutta de or-
den cuatro, el cual es ampliamente conocido que permite converger a las
soluciones del sistema con muy buenos márgenes de error. En cada esce-
nario simulado se muestran seis (6) curvas, que corresponden a diferentes
proporciones de adopción de las medidas preventivas u1 y u2.

El escenario que se ilustra en la Figura 3 muestra el comportamiento
cuando se hace uso de medidas preventivas solo en las relaciones homose-
xuales, es decir u1 = 0, con lo que se obtuvieron los valores de R0 que se
describen en la leyenda. Para una mejor interpretación de la gráfica, se
debe tener en cuenta los valores menores de u2, dan origen a las curvas con
menores niveles de susceptibles y mayores niveles de infectados. Se puede
evidenciar entonces, como ya se mostró en la sección anterior, que no es
posible controlar la transmisión solo con el uso de medidas preventivas en
las relaciones homosexuales, ni siquiera con una adopción del 100%.
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Figura 3: Simulación considerando solo prevención en las relaciones homo-
sexuales; es decir, u1 = 0 y u2 = (0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1)
y los parámetros de la Tabla 1, con lo que se obtiene R0 =
(19.7501, 17.7989, 15.8477, 13.8965, 11.9453, 9.9941), respectiva-
mente.

Figura 4: Simulación considerando solo prevención en las relaciones heterose-
xuales es decir, u2 = (0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1). En este caso los valores
del R0 son R0 = (19.7501, 16.1523, 13.3540, 11.3551, 10.1559, 9.7561)
respectivamente.
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En el escenario de la Figura 4, se muestra el uso de medidas preventivas
por solo en las relaciones heterosexuales, lo que implica u2 = 0. Si bien la
infección se encuentra presente en ambas poblaciones, es evidente que tiene
un mayor impacto sobre los hombres que sobre las mujeres, hecho que se
debe, evidentemente, a la ausencia de medidas preventivas en las relaciones
sexuales que involucran solo hombres. Nuevamente se puede observar
que ni siquiera una adopción del 100% de las medidas preventivas en las
relaciones heterosexuales, puede controlar plenamente la transmisión de
la infección.

Figura 5: Simulación considerando igual nivel de adopción de las medidas
preventivas en las relaciones sexuales; es decir, u1 = u2 =
(0.4, 0.6, 0.8, 0.9, 0.95, 1), con lo que se obtuvo R0 =
(9.4515, 5.5015, 2.3510, 1.0756, 0.5128, 0) respectivamente.

En la Figura 5 se considera que u1 = u2; es decir, que los niveles de
adopción de las medidas preventivas son iguales en las relaciones hetero-
sexuales y las homosexuales. Una situación interesante que se presenta en
este escenario es que para u1 = u2 = 0.95 y para u1 = u2 = 1 se obtienen
valores de R0 menores que 1, en efecto R0 = 0.5128 y R0 = 0, respecti-
vamente. Ambas curvas se han representado en azul claro en la Figura
5 pero se superponen una sobre la otra. Este hecho pone en evidencia
que los niveles de adopción de las medidas preventivas tienen que ser muy
cercanos al 100%, para que se logre obtener un equilibrio libre de infección
localmente asintóticamente estable.
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3 Resultados y conclusiones

Mediante el modelo propuesto se interpreta la dinámica de transmisión del
VIH con un modelo original de ecuaciones diferenciales ordinarias para una
población bisexual sin transmisión del virus por relaciones homosexuales
entre mujeres. Se estudió la estabilidad local del equilibrio en ausencia
de virus a partir de el Número Básico de Reproducción R0, de donde se
derivan los umbrales de control por medidas preventivas en las relaciones
heterosexuales UH y en las relaciones homosexuales UG. La forma explícita
de los umbrales permite concluir además que no es posible eliminar la
transmisión del virus considerando cada caso de forma exclusiva.

Se simula el modelo numéricamente con el programa para ilustrar di-
ferentes escenarios de control mediante medidas preventivas e ilustrar la
existencia de por lo menos un equilibrio en presencia de la infección que
es localmente asintóticamente estable cuando el número básico de repro-
ducción es mayor que 1.

Las medidas preventivas consideradas resultan eficaces para controlar
la transmisión del virus, únicamente cuando son aplicadas por toda la
población, sin tener en cuenta diferencias de orientación sexual, ya que tal
diferenciación muestra no tener impacto ni benéfico ni perjudicial. El mo-
delo muestra que los hombres se ven más afectados debido a que enfrentan
dos vías de contacto sexual por las cuales puede adquirir el virus. Evi-
dentemente la incorporación de supuestos diferentes, como la transmisión
vertical o la parenteral, debe dar origen a escenarios de transmisión muy
ricos y considerablemente diferentes a los ilustrados acá.

Considerar la población diferenciada y la orientación sexual, hacen
que el sistema se vuelva de difícil controlabilidad, ya que en la práctica
no es posible garantizar que entre el 95% y 100% de la población adopte
medidas preventivas; por esto, es importante investigar otras estrategias
de control que permitan reducir la transmisión del VIH en las poblaciones
susceptibles.

Si en algún momento se quiere adaptar modelos como el descrito a
poblaciones concretas, con el fin de obtener predicciones y tomar deci-
siones, se debe garantizar que se satisfagan los supuestos del modelo y
conocer valores reales para los parámetros, lo que podría ayudar a una
mejor interpretación del comportamiento de la enfermedad y a la búsqueda
de soluciones efectivas y a largo plazo.
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Anexo: deducción de las soluciones constantes

De la primera ecuación del sistema algebraico (2)

∆1 − β1(1 − u1)x1y2 − µx1 = 0,

se despeja x1:

x1 = ∆1
β1(1 − u1)y2 + µ

. (4)

Se reemplaza en la segunda ecuación del sistema algebraico (2),

β1(1 − u1)x1y2 − δ1x2 = 0.

El valor obtenido en (4) y despejando x2, se tiene:

x2 = β1(1 − u1)∆1
δ1(β1(1 − u1)y2 + µ)

y2. (5)

Reemplazando (5) en la tercera ecuación del sistema algebraico (2),

γ1x2 − δ2x3 = 0,

de donde x3 es igual a

x3 = γ1β1(1 − u1)∆1
δ2δ1(β1(1 − u1)y2 + µ)

y2. (6)

Reemplazando en la cuarta ecuación del sistema algebraico (2) a (5),

∆2 − β2(1 − u1)x2y1 − β3(1 − u2)y1y2 − µy1 = 0,

se tiene y1

y1 = ∆2
β1β2(1−u1)2∆1y2
δ1(β1(1−u1)y2+µ) + β3(1 − u2)y2 + µ

. (7)

Despejando y3 de la última ecuación del sistema algebraico (2)

y3 = δ2
γ2

y2, (8)

y reemplazando en la quinta ecuación del sistema algebraico (2) a (5) y a
(7), se tiene:
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β2(1−u1)
(

β1(1 − u1)∆1
δ1(β1(1 − u1)y2 + µ)

y2

) ∆2
β1β2(1−u1)2∆1y2
δ1(β1(1−u1)y2+µ) + β3(1 − u2)y2 + µ



+β3(1 − u2)

 ∆2
β1β2(1−u1)2∆1y2
δ1(β1(1−u1)y2+µ) + β3(1 − u2)y2 + µ

 y2 − δ3y2 = 0.

Factorizando y2,[
β1β2(1 − u1)2∆1∆2

β1β2(1 − u1)2∆1y2 + δ1(β1(1 − u1)y2 + µ)(β3(1 − u2)y2 + µ)
+

β3(1 − u2)∆2δ1(β1(1 − u1)y2 + µ)
β2β1(1 − u1)2∆1y2 + δ1(β1(1 − u1)y2 + µ)(β3(1 − u2)y2 + µ)

− δ3

]
y2 = 0,

por lo tanto
y2 = 0 (9)

ó

β2β1(1 − u1)2∆1∆2 + β3(1 − u2)∆2δ1(β1(1 − u1)y2 + µ)
β1β2(1 − u1)2∆1y2 + δ1(β1(1 − u1)y2 + µ)(β3(1 − u2)y2 + µ)

− δ3 = 0.

(10)
Si y2 = 0 se tiene lo siguiente:

x1 = ∆1
µ

, x2 = 0, x3 = 0, y1 = ∆2
µ

, y2 = 0, y3 = 0.

Así, el punto trivial del sistema E0 =
(

∆1
µ , 0, 0, ∆2

µ , 0, 0
)

y corresponde
al estado libre de infección. En el otro caso, simplificando (10) se tiene

− δ1δ3β1(1 − u1)β3(1 − u2)y2
2 −

([
β1(1 − u1)∆1

δ1µ
+ 1

]
β3(1 − u2)

−
[

β3(1 − u2)∆2
δ3µ

− 1
]

β1(1 − u1)
)

δ1δ3µy2

+ δ1δ3µ

(
β1β2(1 − u1)2∆1∆2

δ3δ1µ2 + β3(1 − u2)∆2
δ3µ

− 1
)

= 0.
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Rh(u1) = β2(1−u1)∆1
δ3µ Rm(u1) = β1(1−u1)∆1

δ1µ

Rg(u2) = β3(1−u2)∆2
δ3µ R0(u1) = Rh(u1)Rm(u1) + Rg(u2).

entonces la anterior ecuación queda:

−δ1δ3β1(1 − u1)β3(1 − u2)y2
2 − (Rg − 1)

(
(Rm + 1)β3(1 − u2)
(Rg − 1)β1(1 − u1)

− 1
)

β1(1 − u1)y2 + (R0 − 1) = 0,

que corresponde a una ecuación cuadrática de la forma:

− p2y2
2 − p1y2 + p0 = 0, (11)

donde

p2 = β1(1 − u1)β3(1 − u2)

p1 = (Rg − 1)β1(1 − u1)
[

(Rm + 1)β3(1 − u2)
(Rg − 1)β1(1 − u1)

− 1
]

p0 = (R0 − 1).

Puede verse que si’la ecuación 3:

Rg > 1 y (Rm + 1)β3(1 − u2)
(Rg − 1)β1(1 − u1)

> 1, (12)

se garantiza que el coeficiente del término lineal es negativo. Del mismo
modo, si R0 > 1 el coeficiente p0 es positivo la ecuación (11) tiene solu-
ciones de la forma:

y±
2 = − p1

2p2
±

√
p2

1 + 4p2p0

−2p2
∈ R,

de donde

y+
2 = − p1

2p2
+

√
p2

1 + 4p2p0

2p2
, y−

2 = − p1
2p2

−

√
p2

1 + 4p2p0

2p2
.

Luego, y−
2 < 0 y cuando β1(1 − u1)β3(1 − u2)(R0 − 1) > 0 entonces

y+
2 > 0; por lo tanto y+

2 ∈ Ω si y sólo si R0 > 1.
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Ahora, con R0 > 1 y las condiciones dadas en (3) se obtiene finalmente
el punto de equilibrio no trivial E1 = (x1, x2, x3, y1, y2, y3), donde

x1 = ∆1
β1(1 − u1)y2 + µ

> 0

x2 = β1(1 − u1)∆1
δ1(β1(1 − u1)y2 + µ)

y2 > 0

x3 = γ1β1(1 − u1)∆1
δ1δ2(β1(1 − u1)y2 + µ)

y2 > 0

y1 = ∆2δ1(β1(1 − u1)y2 + µ)
∆1β1β2(1 − u1)2y2β3(1 − u2)y2 + µ

> 0

y2 =

√
p2

1 + 4p2p0

2p2
− p1

2p2

y3 = δ2
γ2

y2.
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