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Resumen

En este articulo se hace un andlisis de la bifurcaciéon de Hopf del sis-
tema tridimensional tipo Lorenz introducido por Xianyi Li y Qianjun Ou
(2011), este andlisis consiste en identificar una regién de parametros del
sistema donde la bifurcacién de Hopf es no degenerada y supercritica, as-
pecto que no es abordado en el articulo de Xianyi Li y Qianjun Ou. Para
lograr este objetivo se utiliza el Teorema de la Variedad Central y el Teo-
rema de Hopf. Ademds, para ilustrar los resultados, se muestran graficas
de algunas trayectorias del sistema, las cuales fueron obtenidas mediante
simulacién numérica.

Palabras clave: sistema tipo Lorenz; teorema de la variedad central; teorema de
la bifurcacién de Hopf.

Abstract

In this paper, we analyze Hopf Bifurcation of the three-dimensional
Lorenz-like system introduced by Xianyi Li and Qianjun Ou (2011), this
analysis consists of identifying a parameter region, in which the non-
degenerate and supercritical Hopf bifurcation occurs, situation that is not
discussed by Xianyi Li and Qianjun Ou. To achieve this purpose, we use
the Center Manifold Theorem and the Hopf Theorem. In addition, to illus-
trate the results, the graphics of some trayectories of the system are shown,
which were obtained via numerical simulations.

Keywords: Lorenz-type systems; center manifold theorem; Hopf bifurcation
theorem.

Mathematics Subject Classification: 37G15, 34C23, 34K18.

1 Introduccion

El sistema de Lorenz fue estudiado por el metere6logo Edward Norton Lorenz
cuando investigaba modelos matematicos para predecir el comportamiento de los
gases en la atmosfera, y fue publicado en [15]. Desde entonces han aparecido
en la literatura sistemas cadticos con estructura similar al de Lorenz a los que
se les ha llamado sistemas Tipo Lorenz: sistema de Chen [2, 5], sistema de Lii
[3, 6, 18], Li-Wang [12] y otros [7, 8, 16, 19, 22].

Xianyi Li y Qianjun Ou en [13] estudian el sistema Tipo Lorenz,

z = aly—x),
) = dy—xz,
= gxy—bz+ fa?, (1)
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cuandoa > 0, f > 0,9 >0, f+g > 0y b,d € R, con vector de es-
tados (z,y,z) € R3, que en este escrito se denomina sistema de Li-Ou. En
[13] destacan aspectos del sistema (1) como la presencia de 6rbitas cadticas y
otras caracteristicas propias de los sistemas Tipo Lorenz: el nimero de puntos
de equilibrio, la dindmica local, estabilidad en los equilibrios, la existencia de
orbitas homoclinicas y heteroclinicas, la presencia de las bifurcaciones de Pitch-
fork y Hopf, ademads plantean como problema abierto el estudio de la estructura
geométrica del Atractor de Lorenz.

Li y Ou demuestran la existencia de la bifurcaciéon de Hopf en el sistema (1);
sin embargo no abordan el andlisis de la bifurcacion de Hopf, el cual consiste
en determinar si la bifurcacién es no degenerada, y si es el caso, distinguir si es
supercritica o subcritica. Este problema ha sido destacado en [12], donde ademas
se menciona que el problema sigue abierto debido su complejidad.

El objetivo de este articulo es hacer un andlisis de la bifurcacién de Hopf
del sistema de Li-Ou (1), cuando el parametro f toma el valor cero. Para lograr
este propdsito se utiliza una técnica cldsica que hace uso del Teorema de la Va-
riedad Central y del Teorema de Hopf [17], dicha técnica ha sido empleada en
[9]. El aporte principal de este trabajo consiste en mostrar analiticamente y con
ejemplos la existencia de una regién de los pardmetros en donde el sistema (1)
presenta la bifurcacién de Hopf supercritica. Por otra parte, el sistema en estudio
es una extension del sistema de Lii, pues éste se obtiene de (1) haciendo f = 0

yg=1

El anélisis de la bifurcacién de Hopf es de importancia en el estudio de la
estabilidad de sistemas dindmicos, pues determina la estabilidad de las dérbitas
periddicas del sistema (ver [1, 4, 20]). Por otra parte, cuando la estabilidad de
una Orbita periddica no es la deseada, se usan técnicas para perturbar el sistema
con el propdsito de cambiar su estabilidad, a lo que se le denomina control de la
bifurcacion. Es asi como el andlisis de la bifurcacién de Hopf es de utilidad en
la teoria del control de la bifurcacion (ver [14, 18, 21, 23]).

La estructura del presente articulo es la siguiente. En la seccién 2, con el
propdsito de ofrecer un trabajo autocontenido, se presentan los resultados de
[13] sobre la existencia de la bifurcacién de Hopf en el sistema de Li-Ou. Para
ilustrar los resultados se muestra un ejemplo. En la seccién 3 se demuestra que
en una regién del espacio de pardmetros del sistema (1), la bifurcacién de Hopf
es no degenerada y supercritica. Los resultados son ilustrados con un ejemplo.
Por dltimo en la seccién 4 se hace la conclusion del trabajo.
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2 Propiedades del sistema

Li y Ou en [13] encontraron para el sistema (1) que para los pardmetros
(a,b,d, f,g) = (10,3,6,1,0), el sistema tiene los exponentes de Lyapunov:
ALe, = 0.4265, Apg, = 0.000001, A\ g, = —7.4264, se observa que dos de
estos exponentes son mayores de cero lo que caracteriza la apariciéon de una 6r-
bita cadtica. En la Figura 1 se muestra un atractor cadtico del sistema, la gréfica

corresponde a la 6rbita con condicién inicial (z,y, z) = (%, %, %)

z

Figura 1: Atractor caético de Li-Ou.

Los puntos de equilibrio del sistema (1) se clasifican de acuerdo a los si-
guientes casos:

e Caso bd < 0: hay s6lo un punto de equilibrio Py = (0,0, 0).

e Caso bd = 0: si b = 0 todo punto de la forma (0, 0, z) es un equilibrio y
para d = 0 el equilibrio es Fy.

e Caso bd > 0: hay tres puntos de equilibrio Py = (0,0, 0),
_ bd bd _(_ [bd _ [bd
Pl_(\/ 79V f+g’d)yP2_( V7t TV f+g’d>'
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En adelante se restringe el anlisis al caso bd > 0y f = 0. Liy Ou en [13] veri-
ficaron que en P el sistema (1) presenta una dindmica sin bifurcacién y que en
los puntos de equilibrio P; y P el sistema presenta bifurcacién de Hopf, en par-
ticular, demostraron que cuando b > 0 sélo hay un valor critico de bifurcacion,

a+b
3

d_ =

El siguiente teorema y su demostracion pueden consultarse en [13].

Teorema 1 Cuando a > 0, b > 0, d > 0, f = 0y g > 0, las siguientes
afirmaciones son vdlidas para el sistema (1):

1. Cuando 0 < d < %t los puntos de equilibrio P, y Py son asintética-

3
mente estables.
2. Cuando a+b < d, los equilibrios Py y P son inestables.

3. Cuando d = “tb, en cada equilibrio P; y Py surge una érbita periddica

3 ’
21
n per T ==L,
con periodo NG

Por lo tanto el sistema presenta bifurcacion de Hopf.

Ejemplo 1 En cada caso del Teorema 1 se presenta un sistema particular y la
grdfica de la érbita con condicion inicial (xg, Yo, 20) = (}1, 4117 18090)

El sistema con pardmetros (a,b,d, f,g) = (g’ g’, 10,0 2) satisface las condi-
cionesa >0,b>0,f=0,9g>0yd< “T‘Fb. Entonces, por la parte 1 del
Teorema, los equilibrios Py y Py son asintéticamente estables. La Figura 2(a)
ilustra el comportamiento de la érbita alrededor de P,. Cuando los pardmetros
son (a,b,d, f,g) = (g, g, %,O 2), se satisfacen las condiciones a > 0, b > 0,
f=0g9g>0yd> %‘b. Luego, la parte 2 del Teorema garantiza que los
equilibrios Py y P son inestables, como se ilustra en la Figura 2(b).

Para los pardmetros (a,b,d, f,g) = (g, g, 3,0 2), se verifican las condi-
ciones de la parte 3 del Teorema: a > 0,6 >0, f=0,g >0yd = “':,‘;b, por
lo que se asegura la existencia de una orbita periodica. La orbita de la Figura

2(c) da evidencia de una orbita periodica.

3 Analisis de la bifurcacion de Hopf

Esta seccioén se dedica a demostrar que la bifurcacién de Hopf del sistema (1)
cuya existencia se afirma en el Teorema 1 es no degenerada y supercritica.
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©d=2

Figura 2: Dindmica del sistema 1 con (a,b, f,g) = (3, 3. 0,2).

Teorema 2 Cuando los pardmetros satisfacen b > 0, a = b, d = “T“'b, f=0y
g > 0, el sistema (1) presenta bifurcacion de Hopf no degenerada y supercritica
en los puntos de equilibrio P, y Ps.

Demostracion. Bajo las condiciones establecidas en los parametros, el Teorema
1 garantiza la existencia de la bifurcacién de Hopf del sistema en los puntos
Py y P,. Se demostrard que la bifurcaciéon de Hopf es supercritica verificando
que el primer coeficiente de Lyapunov es negativo en el punto de equilibrio P;.
Como consecuencia de la simetria del sistema, la conclusién es la misma para el
equilibrio Ps.

La matriz jacobiana A del sistema (1), en el punto P, con las condiciones
sobre los pardmetros toma la forma,

—-a a 0 ad
A=| —d_ d_ —h |,con h=,]—,
gh gh —a g
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el polinomio caracteristico asociado a la matriz A estd dado por,
p(A) = A + (2a — d_)A\° + a®A + 2a°d .

Como consecuencia del Teorema de Hopf y de las condiciones en los pardmetros
se sigue que p(\) tiene un par de raices imaginarias conjugadas A\ = wi y
A2 = —wi. Por otra parte, las raices del polinomio caracteristico p(\), deben

satisfacer las siguientes relaciones:

AM+X+As = —(2a—do), 2)

Atde + dods + Aids = d?, 3)

M)Az = —2a%d_. 4)

De (2) se obtiene la tercer raiz A3 = —%a, la cual es negativa dado que a > 0.

Entonces la ecuacién (4) se reescribe como
. N, 4 4 4
(wi)(—wi) (— 50) = — 5,

y se obtiene w = a.
Al solucionar el sistema Aq = aiq, se obtiene el vector propio complejo,

ah

q= ah +ahi |,

2 1.2:
a 3(11

y de la solucién del sistema Av = A3v, resulta el vector propio real

3ah

La matriz P = [Im(q); Re(q);v] asociada a los vectores propios y su inversa
son:

0 ah 3ah
P = ah ah —ah ,
—%02 a? —4a?
—3a Ta
!
3 hh
Pl=—o| &2 & 3
25a2 g 1
3n  3h
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Se traslada el punto de equilibrio P; = (h, h, %“) al origen mediante la transfor-
macion x = h+yi,y=h+y2, 2 = %‘1 + ys3, obteniendo:

. —-a a 0
Y = —%“ %a —h | Y +yBY, 5)
gh gh —a
0 0 O
donde Y = (y1,9,93) " yB=| 0 0 -1
0 g O

Para simplificar el sistema (5) se hace el cambio de variable Y = PZ, obte-
niendo el nuevo sistema

0 —w 0
Z=|lw 0 0 |Z+ah(z+3u)P 'BPZ, (6)
0 0 —3a

donde Z = (21,20, )" . El sistema (6) tiene ahora la forma Z = JZ + F(Z),
con la matriz de Jordan J = P~' AP y el término no lineal,

F(Z) = ah(z+3u)P 'BPZ

1 29 —92
—a2(22+3,u) 9 9 Z1

= — 5| 7 3 6 2 |,
o1 2 n

ademds (21, z2) pertenece al subespacio central y 1 estd en el subespacio estable.
Como consecuencia del Teorema de la Variedad Central, existe § > 0 y una
funcion H en una vecindad del origen N5(0), que define la variedad central local
We(0) = {(z1, 22, 1) : p = H (21, 22) para [|(z1,22)]| <6}
Para el célculo de la variedad central del sistema (6) se propone la expresién

H(z1,29) = a127 + asz122 + aszz3, como en [I11, Sec. 5.4].
El cédlculo de los coeficientes a1, as y as se obtienen de derivar ¢ como sigue,
OH OH
_od. o 7
=g + 9292 (7

se calculan las derivadas parciales de H y se reemplazan junto con 21, 29, [t de
(6) en (7), se soluciona el sistema resultante y se obtiene

4243 —27a*
T 500(4 + 9a2)°
_ —14a* + 9a®
“2 7 5041942 7
—24a% — 4243 — 27a*
az =

200(4 + 9a2)
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Otra consecuencia del Teorema de la Variedad Central es que el flujo en la
variedad central estd definido por el sistema de ecuaciones diferenciales,

21 = —wzo+ Fi(21,2),
Zo = wzy + Fy (21, 22), (®)

con || (z1,22) || <6, F1(0) = F»(0) = 0, DF1(0) = DF(0) = 0, y por (6),

2
Fl(zl,ZQ) = 7%[2’1224’2925 *522H(Z1,22) +321H(Zl722) 7276H2(Z1,22)],

2
FQ(Zl, 22) 7;7;5[772122 — 325 — 1522H(21, Zz) — 2121H(21, 22) — 18H2(21, 22)]

Para el célculo del primer coeficiente de Lyapunov /1, se usa la formula de
Guckenheimer [10, Pag. 152]

1 Ry
/i =—(R1+— 9
16< o ) ©))
cuando
Rl = F1z1z1z1 +Flzlz2z2 +F2z1z1z2 +F2z2z2227
R2 = Flzlzz (F1z1z1 + F1Z2Z2) - F2z1z2 (F2z1z1 + F2z2z2) - F1z1z1 F221z1
+F12222F22222~

El primer coeficiente de Lyapunov para el sistema (8) toma la forma,

01(0) = —%aQ <0,
puesto que éste es negativo, como consecuencia del Teorema de Hopf, la drbita
periddica es estable.
Dado que en la variedad central el sistema (1) es topolégicamente equiva-
lente al sistema (8), la 6rbita periddica del sistema (1) es estable, por lo tanto la
bifurcacién de Hopf del sistema de Li-Ou es no degenerada y supercritica. ®

Ejemplo 2 Para ilustrar el Teorema 2 se presenta un sistema particular y la

. g L /5 5 89
grdfica de la orbita con condicion ziucllall (,y,2) = (1> 1> 100). Cuando los
pardmetros son (a,b,d, f,g9) = (5, 3,3,0,2), se satisfacen las condiciones

b>0b=qa f=0,9g>0yd= ‘ITH’, entonces el Teorema asegura la
presencia de una orbita periodica estable. La orbita de la Figura 3 da evidencia
de una orbita periddica estable.
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Figura 3: Orbita del sistema (1) con (a, b, d, f,g) = (%, %, %,O, 2).

4 Conclusiones

Se demostré que en los puntos de equilibrio no hiperbdlicos el sistema (1) ex-
perimenta la bifurcacién de Hopf no degenerada y supercritica en la region de
pardmetros a > 0, a = b, d = ‘LTH’, f =0yg > 0. Los resultados de los
Teoremas 1y 2 se ilustraron graficamente.

Un problema abierto para estudios futuros, es el anélisis de la bifurcacién
de Hopf del sistema (1) en otras regiones de pardmetros donde exista esta bifur-

cacion.
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