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Resumen

En este trabajo se describe una dinámica de interacción interespecífica
gramínea-bovino a través de un modelo presa-predador con una respuesta
funcional Holling tipo II. El análisis cualitativo revela la existencia de una
bifurcación de Hopf supercrítica con parámetro de bifurcación decreciente
que se correlaciona con tres equilibrios: uno inestable donde no existen
especies, otro con solo gramínea y uno donde coexisten ambas especies.
Estos resultados, validados con datos estadísticos de investigaciones reali-
zadas en la región Caribe y valles interandinos de Colombia, muestran la
relevancia de un consumo de gramínea sostenible por parte de los bovinos.

Palabras clave: gramínea; bovinos; bifurcación de Hopf; modelo presa-predador.

Abstract

In this work we describe an interspecific interaction dynamics between
grass and bovines through a predator-prey model with a functional re-
sponse of Holling tipe II. Qualitative analysis reveals the existence of a
supercritical Hopf bifurcation with decreasing bifurcation parameter cor-
related with three equilibrium solutions: the trivial equilibrium without
species, the equilibrium only with grass and the equilibrium of coexistence
between the both species. These results were validated with statistical data
from research conducted in the Caribbean region and interandinos valleys
of Colombia. They show the relevance of grass sustainable consumption
by bovines.

Keywords: grass; bovines; Hopf bifurcation; prey-predator model.

Mathematics Subject Classification: 34D23, 93D20, 65L05.

1 Introducción

Las plantas al ser seres vivos autótrofos, es decir, que toman del medio sustan-
cias inorgánicas y energía solar para transformarla en materia orgánica (glucosa
y almidones) y, al formar la base de la cadena trófica, presentan frecuentes inter-
acciones con otros seres vivos de su entorno, entre tales interacciones se tienen:
planta-planta, planta-hongo, planta-animal, planta-microorganismo [13]; cada
una de éstas genera beneficio o perjuicio en dichas especies. Por ejemplo, en la
interacción planta-planta la cercanía con la cual ambas especies se encuentran
ubicadas, ha sido considerada como sinónimo de competencia por los recursos
limitantes, tales como luz, agua y nutrientes; en el caso de especies arbusti-
vas y plántulas leñosas quienes crecen juntas, la competencia podría derivarse
del solapamiento en el uso de los recursos edáficos al situar ambas las raíces
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en el mismo volumen de suelo, en tal caso unas se ven beneficiadas y otras no
tanto. Cuando se beneficia un solo individuo se considera que la interacción en-
tre dichas especies es negativa [20], por el contrario cuando se presentan benefi-
cios para ambas partes la competencia se considera positiva, como en el caso de
árboles-pastos [6]. La interacción planta-hongo se considera positiva para ambas
especies, tal es el caso de las micorrizas, las cuales presentan una sociedad que
genera ganancia para ambas especies involucradas puesto que la planta recibe
del hongo nutrientes, minerales y agua, y el hongo a su vez, obtiene de la planta
hidratos de carbono y vitaminas que él, por sí mismo, es incapaz de sintetizar.
La interacción planta-microorganismo se considera al igual que la interacción
anterior, positiva para ambas especies; un ejemplo de esta relación es la rizós-
fera, la cual es el lugar de destino de carbohidratos producto de la fotosíntesis
y, que las plantas exudan por sus raíces para proveer energía a los microorga-
nismos, quienes en retribución protegen a las raíces de organismos patógenos y
además, solubilizan minerales haciéndolos más asimilables para la planta. En la
interacción planta-animal se pueden presentar dos casos: competencia positiva y
negativa. En el primer caso, las dos especies se ven beneficiadas por dicha inter-
acción (mutualismo), mientras que en el segundo caso solamente una especie se
ve beneficiada (presa-depredador). Un caso particular de este último sistema, es
la interacción planta-herbívoro, en el cual el daño sufrido por la planta como con-
secuencia de la acción de los herbívoros, puede ser nulo o llegar la defoliación
total y posterior muerte. En la teoría, el primero hace referencia a un sistema no
interactivo (el herbívoro no afecta la tasa de renovación de la vegetación), mien-
tras que el segundo hace referencia a un sistema interactivo (el herbívoro afecta
la tasa de renovación de la vegetación), aunque cabe resaltar que los herbívoros
pueden tener efectos positivos sobre las plantas si los tejidos vegetales que con-
sumen incluyen órganos reproductores tales como como semillas [21]. Un ejem-
plo de un sistema planta-herbívoro, es la interacción que se da entre la gramínea
y el bovino, en la cual, la existencia de incompatibilidad entre estas dos especies
ha establecido una marcada degradación de pastos nativos, en especial en zonas
de altas temperaturas como en la gran parte de la subregión del Bajo Cauca an-
tioqueño y el sur de Córdoba en Colombia, en donde las altas radiaciones y la
ganadería extensiva de la mano con el mal manejo que algunos ganaderos dan
al pastoreo, conducen a deteriorar los pastizales de la zona causando de cierta
manera una desertificación [12]. La problemática mencionada anteriormente, ha
sido abordada desde distintos enfoques por la comunidad científica. Desde el
enfoque matemático, se han desarrollado investigaciones a nivel internacional,
nacional y local, que conducen a aportar a la solución del fenómeno del sobre-
pastoreo. A nivel internacional, Agarwal y Mishra [1], plantean y analizan un
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modelo matemático en ecuaciones diferenciales parciales para modelar el efecto
del sobrepastoreo en una pradera boscosa; el modelo es analizado utilizando la
teoría de la estabilidad de Lyapunov. Martínez [14], plantea un estudio de la
desertificación por sobrepastoreo mediante un modelo de simulación dinámica.
Da Silveria y Mendoza [15], proponen una estrategia de gestión llamada política
de umbral mediante un modelo matemático de interacción planta-agua. Algunos
modelos usan respuesta funcional Holling tipo II [22, 7] para sistemas presa-
depredador. Este trabajo se concentra en analizar matemáticamente un sistema
planta-herbívoro; el contacto entre las dos especies es modelado a través de una
respuesta funcional de Holling tipo II, al ser una de las más frecuentes en la
naturaleza [5]. Las simulaciones numéricas se realizan usando datos suministra-
dos por estudios realizados en parte de la Región Caribe y Valles Interandinos
(Colombia).

2 El modelo

En el siguiente modelo las variables x(t) e y(t) representan las poblaciones de
gramínea y bovinos en un tiempo t, respectivamente. Se supone que la gramínea
presenta crecimiento logístico con una capacidad de carga constante K interpre-
tado como el máximo producto alimenticio por hectárea o medida de cantidad
que depende del ambiente natural, de la especie de gramínea y manejo que se le
de a ésta [9]. La gramínea se ve disminuida por contacto con el bovino a través
de una respuesta funcional de Holling tipo II; dicho contacto permite el aumento
de la población de bovinos proporcionalmente a una tasa β de transformación
de biomasa vegetal en biomasa animal (tanto en crecimiento como en reproduc-
ción); esta tasa puede interpretarse también como una tasa de aprovechamiento
de la gramínea consumida por el bovino. A su vez la población de bovinos dis-
minuye proporcionalmente a una tasa αβ definida como la tasa de saciedad de
los bovinos (que por lo general ocurre cuando el bovino ya está listo para el
sacrificio o la venta).

Con las anteriores hipótesis se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

dx

dt
= x

(
1− x

K

)
− g(x)y

dy

dt
= −αβy + βg(x)y, (1)

donde
g(x) =

x

1 + x
. (2)
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La región de interés biológico para las soluciones del sistema (1), viene dada por
el siguiente conjunto:

Ω =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ K, y ≥ 0, lim

t→∞
eβ

∫ t
0 (−α+g(x(τ)))dτ ∈ (0,∞)

}
.

(3)
En la siguiente proposición se prueba que el sistema (1) está bien planteado en el
sentido que soluciones con condiciones iniciales en Ω permanecen allí para todo
t ≥ 0.

Proposición 2.1 El conjunto Ω definido en (3) es positivamente invariante para
las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (1).

Demostración 2.2 A partir de la primera ecuación de (1) se obtiene la desigual-
dad

dx

dt
≤ x

(
1− x

K

)
,

cuya solución satisface 0 ≤ x(t) ≤ K. Por otro lado, la solución de la segunda
ecuación de (1) es

y(t) = y(0)eβ
∫ t
0 (−α+g(x(τ))dτ ,

lo cual implica que limt→∞ y(t) existe si y solo si

lim
t→∞

eβ
∫ t
0 (−α+g(x(τ)))dτ ∈ (0,∞),

existe. Finalmente, se verifica fácilmente que el campo vectorial definido por (1)
sobre ∂Ω no apunta hacia el exterior de Ω. Por lo tanto, cualquier solución de
(1) que inicie en Ω permanecerá allí para todo t ≥ 0.

3 Soluciones de equilibrio

Los estados de equilibrio del sistema (1) están dados por las soluciones del si-
guiente sistema algebraico

x
(
1− x

K

)
− g(x)y = 0

−αβy + βg(x)y = 0. (4)

Reemplazando g(x) definido en (2) en el sistema (4) se obtiene

x

[(
1− x

K

)
− y

1 + x

]
= 0

βy

[
−α+

x

1 + x

]
= 0. (5)
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Obsérvese que cuando y = 0, la primera ecuación de (5) se reduce a

x
(
1− x

K

)
= 0. (6)

Las soluciones de (6) están dadas por x = 0 y x = K lo cual implica que

P0 = (0, 0) y P1 = (K, 0), (7)

son equilibrios de (1). Cuando y ̸= 0, de la segunda ecuación del sistema (5) se
obtiene

x =
α

1− α
, (8)

lo cual implica que 0 < α < 1. Por otro lado, reemplazando (8) en la primera
ecuación de (5) y despejando la variable y se obtiene

y =
K − (K + 1)α

K(1− α)2
,

lo cual implica la existencia del tercer equilibrio

P2 =

(
α

1− α
,
K − (K + 1)α

K(1− α)2

)
. (9)

Nótese que P2 tiene sentido biológico si y solo si

α <
K

K + 1
. (10)

Los resultados anteriores sobre existencia de soluciones de equilibrio del sistema
(1) se resumen en la siguiente proposición.

Proposición 3.1 Siempre existen las soluciones de equilibrio P0 = (0, 0) y
P1 = (K, 0) del sistema (1). Si se satisface la condición (10), además de P0

y P1 existe una tercera solución de equilibrio P2 definida en (9).

4 Análisis de estabilidad local

En esta sección se determina la estabilidad asintótica local de las soluciones de
equilibrio del sistema (1). Para este fin, se inicia analizando la estabilidad local
del equilibrio trivial P0 = (0, 0) en la región de interés Ω. La linealización del
sistema (1) alrededor de un punto de equilibrio P está dada por

J(P ) =

 1− 2x

K
− y

(1 + x)2
− x

1 + x
βy

(1 + x)2
β

(
x

x+ 1
− α

)
 . (11)
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A partir de (11) se tiene que la matriz jacobiana J evaluada en P0 es

J(P0) =

[
1 0
0 −αβ.

]
. (12)

Obsérvese que los valores propios de (12) están dados por λ1 = 1 y λ2 = −αβ
lo cual implica que P0 = (0, 0) es inestable, más aún, es un punto de silla. El
resultado anterior se resume en la siguiente proposición.

Proposición 4.1 El equilibrio trivial P0 es inestable.

Ahora, se determinará la estabilidad del equilibrio P1. Para este fin, ob-
sérvese que la matriz J evaluada en P1 está dado por

J(P1) =

 −1 − K
1+K

0 β

(
K

K + 1
− α

)  , (13)

cuyos valores propios son

λ3 = −1 y λ4 = β

(
K

K + 1
− α

)
.

Por lo tanto λ4 < 0 sí y solo si

α >
K

K + 1
. (14)

El resultado anterior se resume en la siguiente proposición.

Proposición 4.2 Si se satisface (14) el equilibrio trivial P1 es local y asintóti-
camente estable en Ω.

Finalmente, se determinarán las condiciones para las cuales el equilibrio P2

definido en (9) es estable en Ω. Obsérvese que para x ̸= 0 y y ̸= 0 la ecuaciones
de equilibrio (5) se reducen a

1− x

K
− y

1 + x
= 0

−α+
x

1 + x
= 0. (15)

Reemplazando (15) en (11) y simplificando la matriz Jacobiana se reescribe
como

J(P ) =

 x

(
y

(1 + x)2
− 1

K

)
− x

1 + x
βy

(1 + x)2
0

 . (16)
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En este caso, la matriz jacobiana J evaluada en P2 se reduce a

J(P2) =

 α [K − 1− (K + 1)α]

(1− α)K
−α

β[K − (K + 1)α]

K
0

 . (17)

La ecuación característica de la matriz definida en (17) es

λ2 − TraJ(P2)λ+DetJ(P2) = 0,

donde

TraJ(P2) =
α[(K + 1)α+ 1−K]

(1− α)K
y DetJ(P2) =

αβ[K − (K + 1)α]

K
.

A partir de (10) se verifica que DetJ(P2) > 0. Por otro lado, TraJ(P2) > 0 si
y solo si se satisface la siguiente desigualdad

α >
K − 1

K + 1
. (18)

En consecuencia, basta con que se satisfaga (18) para que P2 sea local y asin-
tóticamente estable. El resultado anterior se resume en la siguiente proposición.

Proposición 4.3 Si se satisface (18) entonces P2 es localmente asintóticamente
estable en Ω.

La tabla 1 resume el comportamiento dinámico del sistema (1).

Tabla 1: Condiciones de existencia y estabilidad de los estados de equilibrio del sistema
(1).

Equilibrio Existencia Estabilidad
P0 Siempre existe Inestable
P1 Siempre existe α > K

K+1

P2 α < K
K+1 α > K−1

K+1

4.1 Análisis de bifurcación y estabilidad global

En esta sección se verifica la existencia de una bifurcación de Hopf supercrítica
para

α = α0 =
K − 1

K + 1
,
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Obsérvese que para α = α0 el equilibrio P2 se reescribe como

P2,0 =

(
K − 1

2
,
(K + 1)2

4K

)
. (19)

En este caso la matriz jacobiana se reduce a

J (P2,0) =

(
0 −α
β

K
0

)
,

cuyos valores propios son ±i
√
αβ/K, lo cual implica que P2 se transforma en el

equilibrio no hiperbólico P2,0. Lo anterior abre la posibilidad de la existencia de
una bifurcacion de Hopf. Con el propósito de verificar las hipótesis del Teorema
de Hopf, se traslada el equilibrio P2,0 definido en (19) al orígen, por medio del
cambio de coordenadas u = x− a y w = y − b, donde

a =
K − 1

2

b =
(K + 1)2

4K
. (20)

En las nuevas coordenadas (u,w) el sistema (1) se reescribe como

u̇ = (u+ a)

(
1− u+ a

K

)
− (u+ a)(w + b)

(1 + u+ a)
= φ(u,w)

ẇ = −αβ(w + b) + β
(u+ a)(w + b)

(1 + u+ a)
= ψ(u,w). (21)

La linealización del sistema (21) está dada por la matriz jacobiana

J(u,w) =

[
1− 2(u+a)

K − (w+b)
(1+u+a)2

− u+a
1+u+a

β (w+b)
(1+u+a)2

−αβ + β (u+a)
1+u+a

]
. (22)

Evaluando la matriz (22) en el orígen se tiene

J(0, 0) =

[
1− 2a

K − b
(1+a)2

− a
1+a

β b
(1+a)2

−αβ + β a
1+a

]
.

Reemplazando los valores de a y b definidos en (20), la matriz anterior se
reduce a

J(0, 0) =

 2−K +
1

K
−K − 1

K + 1
β

K
0

 ,
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o equivalentemente

J(0, 0) =

 2− (1 +K)2α

K
−α

β

K
0

 . (23)

La ecuación característica de la matriz (4.1) es

λ2 − Tra(J(0, 0))λ+Det(J(0, 0)) = 0, (24)

donde

Tra(J(0, 0)) = 2− (1 +K)2α

K

Det(J(0, 0)) =
αβ

K
.

Dado que Det(J(0, 0)) > 0, entonces los valores propios de la matriz (23) son
imaginarios puros sí y solo si

µ(α) = tra(J(0, 0)) = 2− (1 +K)2α

K
= 0. (25)

Despejando α se tiene que

α =
2K

(K + 1)2
= α0,0. (26)

Dado que

µ′(α0,0) = −(1 +K)2

K
̸= 0,

se concluye que el sistema (21) presenta una bifurcación de Hopf alrededor del
orígen, y por lo tanto el sistema en coordenadas (1) presenta bifurcación de Hopf
alrededor del equilibrio de coexistencia P2,0. Por otro lado, siguiendo un proce-
dimiento similar al realizado en el Ejemplo 3.1 (Hopf bifurcation in a predator-
prey model, página 101) del libro de Yuri Kuznetsov [8] se verifica que el primer
coeficiente de Lyupunov l1(0) está dado por la expresión

l1(0) = − α2

2w2
0(1 + αγ)

[
8β

K(K + 1)2
+

4αβ2

K
+

8

(K + 1)2

]
− α2w0

2w2
0(1 + αγ)

(
24αβ

K2(K + 1)2
+

32β

(K + 1)4

)
(27)
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donde

w0 =

√
2β

(K + 1)2
y γ =

β

K
.

Puesto que todos los términos son positivos, concluímos que l1(0) definido en
(27) es negativo, por tanto la bifurcación de Hopf es supercrítica. Por otro lado,
cuando

α = α1 =
K

K + 1
,

el equilibrio P2 se reescribe como

P2,1 = (K, 0) = P1.

En este caso la matriz jacobiana se reduce a

J (P2,1) =

(
−1 −α1

0 0

)
,

cuyos valores propios son 0 y −1, lo cual implica que P2 se transforma en el
equilibrio no hiperbólico P2,1 = P1. En la Figura 1 se presenta un diagrama de
bifurcación de las soluciones de equilibrio, en el cual se observa que P1 y P2 son
inestables cuando α < α0, que P2 es el único nodo cuando α ∈ (α0, α1), mien-
tras que P1 es el único nodo cuando α > α1. Ahora, dado que los equilibrios
P0, P1 y P2 son inestables cuando α < α0, entonces a partir del Teorema de
Poincaré-Bendixon se concluye la existencia de un ciclo límite estable cuando
α < α0. Lo anterior implica que en α = α0 se presenta una bifurcación de Hopf
supercrítica decreciente: es decir, el equilibrio P2 estable se bifurca en un ciclo
límite estable cuando α = α0 a medida que el parámetro α decrece. Finalmente,
en la región (α0, α1) el equilibrio P2 es el único equilibrio estable y además no
existen órbitas cerradas en, en consecuencia P2 es globalmente estable en esta
región. De manera similar, se verifica que en la región (α1,∞) el equilibrio P1

es globalmente estable.

5 Simulaciones numéricas

En esta sección se presentan algunas simulaciones numéricas y gráficas que ilus-
tran el crecimiento de la población de bovinos alimentados con Panicum max-
imun (uno de los pastos más frecuentes y cultivados en la subregión del Bajo
Cauca Antioqueño [3]) por un tiempo inferior o igual a 24 horas por día.

El Panicum maximun también conocido como pasto guinea, pajarita o india
son plantas perennes que forman macollas, pueden alcanzar hasta 3 m de al-
tura. Los tallos son erectos y ascendentes con un vena central pronunciada. Su
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Fig. 1: Diagrama de bifurcación: Comportamiento de las soluciones de equilibrio vs el
parámetro α.

inflorescencia se presenta en forma de panoja abierta de 12 a 40 cm de longi-
tud. Las raíces son fibrosas, largas y nudosas y ocasionalmente tienen rizomas,
esto confiere cierta tolerancia a la sequía. Necesitan suelos de media a alta fer-
tilidad, bien drenados con pH de 5 a 8 y no tolera suelos inundables, alturas
entre 0 y 1500 m.s.n.m y precipitación entre 1000 mm y 3500 mm por año.
Crece muy bien en temperaturas altas, aunque tienen menor tolerancia a la se-
quía que los Brachiarias [19]. Soportan un pastoreo intensivo pero solo con el
mantenimiento de la fertilidad del suelo y responde bien a fertilización. Gene-
ralmente recomiendan retirar los animales de la pastura cuando ésta alcance 20
cm de altura [11]. En la Tabla 2 se presentan los valores de los parámetros uti-
lizados en las simulaciones numéricas. Además, se considera que el parámetro
α sufre pequeñas variaciones de un tiempo aproximadamente igual a 24 horas
(α ∈ [0.9994720, 0.999479]) y la capacidad de carga K del pasto guinea está
medida en tonelada por hectárea de materia seca (pasto deshidratado) [3].

Tabla 2: Valores para los parámetros K y β del modelo (1).

Parámetros Definición Valor Referencias
K Cap. de carga del p. guinea 3.787 [3, 11]
β Tasa de trans. de p. guinea 443 gr/dia [3, 11]

α = α0 Tiempo de alimentación 0.99947201 Estimado
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Las gráficas de la Figura 2 fueron realizadas con diferentes valores de α, en
ellas se puede observar la aparición de las órbitas periódicas cuando α < α0, el
comportamiento de la espiral débil cuando α = α0 y la solución de equilibrio de
coexistencia cuando α > α0 lo cual concuerda con los resultados teóricos.

Fig. 2: Pequeñas variaciones sobre el parámetro de bifurcación α0 = 0.99947201.

La gráfica que aparece en la Figura 3 se realizó con lo datos de la Tabla 2,
esta gráfica muestra una espiral débil, lo cual implica que ambas poblaciones
buscan alcanzar su valor de coexistencia de una forma muy lenta.

Cuando los bovinos son dejados en su zona de pastoreo por un tiempo mayor
que α0 (α = 0.999479), se genera un foco atractor (espiral) como se muestra en
la Figura 4, indicando que con dicho tiempo de alimentación las poblaciones de
bovinos y gramínea tienden a alcanzar su valor de coexistencia en un tiempo
menor que en el anterior caso, es decir, la gramínea permanecerá constante y
solo soportará una población constante de bovinos.
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Fig. 3: Espiral Débil: Alimentación con pasto guinea por un tiempo α0 (24 horas
aprox.).

Finalmente, en la Figura 5 se genera un foco repulsor con ciclo límite es-
table (órbita), indicando que cuando los bovinos son dejados en su zona de ali-
mentación por un tiempo menor que α0 (α = 0.9994720), las dos especies co-
existen de manera periódica, lo cual garantiza un balance entre la gramínea y los
bovinos en el sentido que una vez los bovinos consumen la suficiente gramínea
o la gramínea alcanza la mínima altura que le garantice regenerarse, ellos buscan
otra fuente de alimentación hasta que la gramínea alcance su altura máxima y así
se repita el proceso nuevamente.

6 Conclusiones

En este artículo se formula un modelo matemático simple sobre la interacción
planta-herbívoro, en el cual el contacto entre la gramínea (planta) y el bovino
(herbívoro) es analizado mediante un modelo tipo presa-predador con una res-
puesta funcional de Holling tipo II (una de las más frecuentes en la naturaleza).

El análisis cualitativo revela la existencia de tres soluciones de equilibrio, el
equilibrio trivial P0 = (0, 0), el equilibrio con solo gramínea P1 = (K, 0) y
el equlibrio de coexistencia entre gramínea y bovinos P2 = (α/(1 − α), [1 −
(1 + 1/K)α]/(1 − α2)). Considerando α como el parámetro de bifurcación se
verificó la existencia de una bifurcación de Hopf supercrítica en el equilibrio P2
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Fig. 4: Espiral: Alimentación con pasto guinea por un tiempo mayor que α0.

Fig. 5: Orbita: Alimentación con pasto guinea por un tiempo menor que α0.
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cuando α = α0 = (K − 1)/(K + 1) mientras para α = α1 = K/(K + 1) el
equilibrio de coexistencia P2 se bifurca en el equilibrio P1.

A partir de las simulaciones numéricas realizadas con datos de la especie de
gramínea Panicum maximun establece que jornadas de alimentación del ganado
bovino menores de 24 horas son las más recomendables, esto debido a que per-
mite que la graminea se regeenre o rebrote en un tiempo prudencial. Si se supera
este umbral de 24, los resultados sugieren que hasta cierto umbral la graminea
presentará capacidad para alimentar una población constante de ganado bovino
hasta llegar a su capacidad de carga.

En un trabajo futuro esperamos determinar el tiempo de consumo óptimo de
graminea por medio de la aplicación de teoría de control óptimo.
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