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Resumen

Se presenta una descripcién del uso del método de las Cadenas
Markov por Monte Carlo para realizar las proyecciones deéafamas ac-
tuariales, tomando como insumo las tablas de mortalidadlidez, mor-
talidad para invalidos para la poblacion activa del fondpeiesiones del
Magisterio Nacional de Costa Rica. Se incluyen ejemplosad®ima
en que se implementa el método en la Junta de Pensiones gcioihds
del Magisterio Nacional de Costa Rica, que son parte de tarnrdcion
clave para la realizacion de las Valuaciones Actuarialéskdgimen de
Pensiones de los educadores.

Palabras clave: simulacién Monte Carlo; cadenas de Markov; probabilidades;
demografia; proyecciones actuariales.

Abstract

A description of the method of Monte Carlo Markov Chains is-pr
sented for actuarial demographic forecast, in regard tartbeality, dis-
ability, mortality of disabled lives among others. We irdduexamples of
how the method is implemented in the Pensions and Retirenfemd for
Teachers in Costa Rica, as a input for the results of the aatwaluation
of the pension plan.

Keywords: Monte Carlo simulation; probability; demography; actuarial
forecast.

Mathematics Subject Classification:60J22, 65C05.

1 Introduccidon

La Junta de Pensiones y Jubilaciones del Magisterio Nacional se @éea €l

afio 1958, con la promulgacién de la ley 2248 [1]. Su principal funciola es

de administrar el Régimen de Pensiones de los trabajadores de la edugacion
para ello desde el afio 2000 constituy6é un Departamento Actuarial, éloga!
como ente técnico en la toma de decisiones. En el Magisterio Nacional exis-
ten dos regimenes de pensiones, el Régimen Transitorio de Repartq (fRER)

es un régimen cerrado y financiado por el presupuesto nacional ejeiblica;

y el Régimen de Capitalizacion Colectiva (RCC), el cual es administrado en
su totalidad por la Junta de Pensiones y Jubilaciones del Magisterio Nlaciona
(JUPEMA). A diciembre del 2011, el Régimen de Capitalizacién Colectina co
taba con 492 pensionados, y un aproximado de 70 mil afiliados activos. En
este articulo cuando se cite el “Fondo", se referira al Régimen de Cagitahiz
Colectiva.
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En general el Fondo brinda beneficios por vejez, invalidez y sucesan
los sobrevivientes tales como viudas(os) u orfandad, los benefidiogjgz se
adquieren al obtener ciertos requisitos previos que contemplan edad minima y
numero de cuotas, se le llaman también derechos por jubilacién pues el afiliado
obtiene el beneficio una vez que ha cumplido con su “carrera” doceade o
ministrativa en el Magisterio Nacional. Los beneficios por invalidez y stices
son contingencias que estan sujetas a las tablas de probabilidad y poidas cua
se brindan beneficios llamados pensiones, tal beneficio se estima coal base
monto de una jubilacidn, es decir, cada Régimen de Pensiones cuentaacon un
metodologia para calcular el monto de la jubilacién, para el caso del Fsado,
obtiene el promedio de la totalidad de los salarios devengados actualizados ¢
el indice de Precios al Consumidor y se otorga un porcentaje de estegiimel
cual se denomina cuantia base. Adicionalmente este monto se puede incrementa
por cada cuota adicional superadas las 240 cotizaciones en un 0.194] kec
define como un porcentaje de bonificacion. Si el trabajador continuealado
una vez cumplidos los requisitos edad y cuotas, puede incrementar el redato d
pension por haber postergado su retiro en una cuantia de 1.5% paoricesdire
adicional de cotizacién hasta un maximo de 4 afios. Asimismo, una pension por
sobrevivencia calcula con base en el monto de pension por invalidémbiera
devengado al momento de la muerte el causante, y no posee pluses camo el d
la postergacion, aunque si el de bonificacion.

Para realizar la Evaluacién Actuarial del Fondo, se ha creado un sistema
llamado SIVA (Sistema de Valuaciones Actuariales), el cual utiliza como insumo
las tablas de probabilidad de mortalidad, invalidez, mortalidad siendo invalido,
escolaridad de beneficiarios, nupcias, densidad de cotizacion, salidginen,
postergacion de tiempo, dependencia, natalidad, reingreso entreestdesir,
las probabilidades de acuerdo a la edad y el sexo que tiene la poblac@dada
caso mencionado. EIl SIVA utiliza el método de Cadenas de Markov bmsado
en el modelo de Monte Carlo para simular o asignar los decrementos de cada
uno de estos grupos mencionados anteriormente. En este articulo seréxplica
la metodologia que utiliza el SIVA para generar estas posibles contingencias
salidas que impactaran en la poblacion inicial y futura a valuar.

2 Teoria de decrementos multiples
Todos los derechos, tanto los de jubilacion, como los de pensién, estissuje
gue los afiliados cumplan con ciertos requisitos indicados en las tablas de retir

dadas en el reglamento del fondo y en cada caso estaran sujetastallass
de probabilidad, es decir del total de la poblacién activa del régimen e ir4
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generando grupos de pensionados por vejez, invalidez o sucesidhse®va-
mos un grupo de activos a una fecha corte, y partimos del supueste te ge
pueden incorporar mas afiliados al régimen, entonces se habla dehiacifo

de riesgo cerrada, caso contrario donde hay entrada de nuevastesgizse le
llama grupo de riesgo abierto. Cualquiera de estos grupos se ird dismiiouyen
de acuerdo con lasausasde salida ya sea jubilacion, invalidez o muerte. En
la teoria actuarial, cuando una persona o individuo sale de un gruEdguoa
causa, ya sea invalidez, jubilacién u otra, se le llateerementgVéase[4] y

[3]. El ejemplo clasico de salida de un grupo de riesgo, es aquel indijda
teniendo una contingencia resulta incapacitado para trabajar (o sealstaiv
entonces el Fondo le brinda una prestacién, que puede ser monetariese e
pecie, para que cubra sus necesidades basicas. Para estimar paestnas
salen del grupo original por cierta causa, se debe suponer unabidad de
ocurrencia del evento que depende en general de la edad y el Sexdebe
mencionar que la ecuacion béasica de equilibrio actuarial del fondo déopes

del magisterio se basa en un modelo de edad entera (Véase [2]) y el ™edelo
financiamiento del Régimen de Capitalizacion Colectiva, es el explicadd en [7
llamado de capitalizacion pura.

2.1 Probabilidades de decremento

En el capitulo 10 de [3], se indican basicamente cuatro fuerzas derdiatreg
a saber: separacion del servicio, muerte en servicio, retiro por inzalidetiro
por jubilacion. Las notaciones para estas probabilidades de decrenaeatomp
individuo de edad: dentro de un lapso deafios sor)cqg(gw), kqg(ﬁd), kqg(f) y kq;”,
en dondew indica renuncia o separacién del serviel®s muerte en servicio,
es retiro por invalidez y retiro por jubilacién. Si utilizamos la notacién bﬁé)

la funcion de supervivencia o estadia dentro del grupo entonces temgmo

10 =101 = (@) + ¢ + ¢ + ¢)) = 17 pl”) (1)
dondepg) es la probabilidad de sobrevivencia de un individuo de eddutante
1 afo, esto es que no fallece, ni se invalida, ni se retira ni renunce\atio
durante ese afio. Ademas de estas probabilidades de decremento mutigees, p
mos hacer la diferencia entre aquellas probabilidades de decrementmrsstas
gue estan sujetas a una causa particular Gnicamente, asi si un afiliadadde e
x tiene que abandonar el grupo en los proxinkaios a consecuencia de una

causaj, estando sujeto Unicamente a esa causa, lo denotamoskqﬁi‘h,opara
j =w,d,,r en particular.
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Vejez q”
Invalidez
Grupo cerrado
de activos
. Muerte
Renuncia

Figura 1: Fuerzas de decremento.

Cabe mencionar que dentro del fondo existen otras causas para gfie un
liado activo renuncie al régimen, (por ejemplo traslado de régimen), quese
al régimen (debido a que el nombramiento habia cesado y tiempo después lo
vuelven a nombrar o que un pensionado invalido se rehabilite y se reimeap
laborar), sin embargo para efectos de este articulo, solo se utilizar&atsess
de salida: vejez, invalidez y muerte.

2.2 Algunas relaciones basicas

En el Sistema de Valuaciones Actuariales, se presenta el modelo de deo®me
netos, toda vez que se evallia cada riesgo por separado. Asi enlgatticemos
algunas relaciones que se utilizan en el sistema:

n n

W2 =T =T - 2. 2

j=1 j=1

Pero como vamos a tratar solo tres causas de salida en este articul@ireescr
mos la ecuacion anterior como

WP = ool = (1= (1 (L - ). (3)

Pararealizar las Valuaciones Actuariales, es importante conocer la efinic
de larenta de vida vencid@omo a aquel pago periédico que se hace a una
persona mientras esté con vida, el pago se llama vencido porque sé ipéga a
del periodo respectivo,

w
iz =) v*p, (4)
k=0

Rev.Mate.Teor. ApliqISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(1): 2253, January 2016



246 I. MORALES — M. CASTRO

1 . .
dondevk = ariF es el valor presente de una unidad monetaria pagable
1

periodos después (véaseé [5];, es la probabilidad que el beneficiario de edad
x permanezca vivé periodos € es la tasa de descuento.

Para efectos de este articulo, todas las rentas son vitalicias, asi pam@un d
cho por invalidez, la renta se paga mientras el beneficiario siga con vigd; ig
argumento si corresponde a una jubilacién (pension por vejez) seaghgante
toda la vida del beneficiario. Aunque estas rentas se pueden herettas a
beneficiarios posterior a la muerte de un pensionado o jubilado, patasetkr
nuestro articulo obviaremos este detalle técnico.

3 Beneficios del fondo

En [8] se indica que hay dos tipos de planes de pensiones basicosnttibu-

cion definiday de beneficio definido Un plan de pensiones de contribucién
definida, como su nombre lo indica, tiene montos definidos de cotizacién para
el empleador y el empleado, que por lo general se calculan como umfaece
sobre el salario nominal ganado por el empleado; el plan de beneffaidde

es aquel en donde la férmula de calculo del beneficio o pension estarpesie
definido y generalmente es una proporcién del salario y afios de sedeicio
trabajador. El Régimen de Capitalizacién Colectiva es un fondo de bienefic
definido, pues la formula de calculo de la pensién esta definida en el regtame
del Régimen.

Béasicamente para el célculo de la prestacion, en este Fondo, se calcula lo
gue se llamasalario de referenciael cual es el promedio simple de todos los
salarios del trabajador actualizados por inflacion. El salario de refieres el
monto base para el célculo, el cual se multiplica portasa de reemplazpara
obtener el monto del beneficio.

Si suponemos que el salario anual de un afiliado de ediad es(AS) .

y (ES).+h+t €S €l salario proyectado a la edadide h + ¢, y Si suponemos que
la escala salar@utilizada para la proyeccion & obtenemos:

Sethit
(BS)snts = (AS)pyn=g (5)
z+h
Nétese que en el caso del Fondo esta tarea de proyeccion salanisddse p
hacer en periodos distintos al afio, tomando la escala salarial anuadigiilo
respectivamente por el factor de conversion al periodo requeridm \Rluar

'En el factor que se utiliza para actualizar el salario de una cohorte dgatiabes y que
depende de la antigiiedad del afiliado.
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vk
Edad ingreso /\
del activo
‘l’ Bxi—h le (r)x+h+k
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A\ r A\ ~ r
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Figura 2: Valor presente actuarial del beneficio futuro.

el fondo, se deben establecer formulas de célculo de los beneficiossfign

el proposito de estimar los costos esperados y asi comparar con losomgre
esperados. En este sentido, para calcular el beneficio futuro deliadcafie

debe estimar el momento en que éste tiene los requisitos para jubilarse, o se
invalida, o se retira del fondo. En términos simples el valor presente &dtuar
del costo de un beneficiB; tendria la forma

Bosn = 0"t [S Rona][00)) 1) (6)

dondet, representa la tasa de reemplag®,. . ;. el salario de referencia en

el tiempox + h + k, dﬁmk es una renta asociada a una pensién por vejez de
un activo que entré a laborar a la edag v* el indice de actualizacion. En la
Figura2 se representa la gréafica de este beneficio.

Para el calculo de la renta como €h (4) se usa el térgppoel cual esta
determinado por las probabilidades de muerte, en este sentido es quéel SIV
utiliza el método de Monte Carlo para distribuir esas muertes y de hecho para
hacer muchos otros célculos que se refieren a las proyecciones dficasyde

cada uno de los participantes del fondo.

4 Método de Monte Carlo

Cuando nos referimos al método Cadenas de Markov por Monte Cade; ha
mos una relacién directa con los nimeros aleatorios o pseudoaleatories inde
pendientes e idénticamente distribuidos. Esta forma de modelar se basa en la
generacion de numeros aleatorios que seran comparados con lailptabate
ocurrencia de alguna contingencia o fendmeno natural y decidir seat@ge

dard o no en ese momento, y asi se simulara la distribucion de éste evento.

Rev.Mate.Teor. ApliqISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(1): 2253, January 2016



248 I. MORALES — M. CASTRO

En el pasado los nimeros aleatorios se generaban de forma manualo meca
nica utilizando métodos muy rudimentarios, hoy en dia, con la ayuda de la tec-
nologia, la generacion de éstos nimeros se logra realizar de manefaradgor
en el computador de forma eficaz y velozmente. Por ejemplo, como se indica
en [€], el nUmero aleatorio se puede generar por medio del métodaenmial
multiplicativo, el cual inicia con una semilley y luego de forma recursiva, se
obtienen los valores sucesives. Se sigue el siguiente procedimiento:

Ty = arp—1 mod (m) (7)

en dondea y m son enteros positivos dadosay:, 1 se divide entren y el
residuo que genere tal division es.

No obstante, en el estudio se utiliza el aleatorio que contiene el programa
de Excel. Para este caso en particular se desea generar el valaiatdesa
aleatorias discreta¥ que siguen una distribucion de tipo Bernoulli, es decir,
solamente tienen dos posibles resultados:

e 1 el éxito;
e 0 el fracaso.

Es decir, se trata de simular si una persona esta o no viva, esta o da,casa
esta o no invalida, tiene o no tiene hijos, entre otros eventos que se meanionar
anteriormente. Este tipo de modelo se llama binario y conlleva a la generacion
de una cadena de markov, en donde cada nodo es independiente el ante

Una debilidad del procedimiento tradicional de proyecciones demogafica
es que cuando son poblaciones pequefas al multiplicar la poblacién par-su
babilidad del riesgo, puede suceder que el nUmero resultante seaddifiiier-
pretar por no ser un nimero entero. Este problema se evita cuando utilizamos
el método de la cadenas de Markov por Monte Carlo para simular la poblacion
proyectada, ya que siempre nos da un nimero entero que represimasqu
sobreviven al riesgo o por ende lo que no. Por ellsiiene la funcién de
densidad:

Pr(X =0) =g Pr(X =1)=p, = (1 — q), (8)

denotandos:

e ¢, la probabilidad de que una persona sufra un evento en el siguiente afio,
ya sea la muerte, invalidez, entre otras.

e p, el complemento de la probabilidad de tal evento, es decir, que no lo
sufra.
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Cuando generamos el nimero aleatorio U, el cual estéa distribuido uniforme
mente en (0,1) para generar la simulaciéon se plantea de la siguiente forma:

[0 siU<gq,
X_{ 1 siU > q,.

Esto se realiza con toda la poblacion para una edad y género resp&etivo
obtiene la probabilidad de morir al afio siguiente y para cada personas@ge
un namero aleatorio, por tanto se contabilizan el niUmero de veces qua&lmu
aleatorio dio menor a la probabilidad de morir y ésta cantidad representa-las pe
sonas muertas para el final del afio respectivo. El mismo procedimiehtzse
para toda la poblacién en estudio con todas las probabilidades de contingen
El proceso se realiza un nimero de determinado de veces (Monte @arbasi
tomar como escenario esperado el promedio de todos los ensayoscidefuia
asignacion se corre cientos de veces y se escoge el evento que niapsead
asi decidir si el afiliado cae en cierta contingencia.

5 Proyecciones demograficas

En esta seccion se expondra una aplicacion del método de Cadenaskds Ma
por modelo Monte Carlo -revisado en el apartado anterior- para reptizgec-
ciones demograficas basadas en tablas de mortalidad, invalidez o eal gener
de cualquier otro decremento. Como se indicé anteriormente el método de
Monte Carlo se utiliza bajo la premisa de que estamos bajo una distribucion de
Bernoulli. Asi dentro del SIVA, si tenemos una tabla de mortalidad quelestab
las probabilidades de muerte para cada edad especifica, se proesaza gn
numero aleatorio ef0, 1), el cual es comparado con la probabilidad de morir
ese afo para un individuo de cierta edad.

En la figurd B, se presenta una aplicacion del método de Cadenas devMark
sobre una probabilidad de muerte, que decide si el individuo se muele® s
vive a ese riesgo. Asi de acuerdo a la gréafica presentada en lafigsirge-
neramos un nimero aleatorio, el cual hemos llamgdemos que € [0, g,],
lo cual implica, que para ese evento, el individuo sucumbe ante ese desgo
muerte o sea se decide que muera en esa iteracion. Por el contrarigrper e
plo vemos que el otro nimero aleatoticcumple quev € (q¢,, 1] lo cual nos
indicaria que el individuo sobrevive a este riesgo. Nétese que estacaciin
se hace para cada individuo del grupo de riesgo, para cada pgrjmta cada
edad correspondiente.

De acuerdo con la técnica actuarial, se realizaron varias simulaciones que
demostraron la efectividad del método de cadenas de Markov por Manie C
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Figura 3: Aplicacion del método de cadenas de Markov.

en la generacién de proyecciones demogréficas. Presentamos atgessas
de lo acontecido en las pruebas.

En la figurd 4, se representan graficamente los resultados de un exgerime
con 1,000 valores generados por el método Monte Carlo, en dondenpai@o
el valor esperado d&)0, 000 -1 p2g, que indica el nimero de sobrevivientes de
una cohorte de 100,000 individuos de edad 20, después de asumsgel die
muerte por 10 afios contra los 1,000 valores simulados.

Los resultados del experimento se resumen en la Tabla 1 y basicamente se
puede observar que el valor promedio de todos los valores Monte Gaekae-
tamente igual al valor esperado, pié8, 0001 p2g = 98,748.39 y el promedio
es 98,748.13.

Diferencia Error Relativo

Valor Maximo 99,065 317 0.32%
Valor Minimo 98,346 -402 -0.41%
Promedio 08,748.13 0 0.00%

Valor Esperadg 98,748.39

Tabla 1: Comparacion de valores Monte Carlo contra valor esperado.
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Montecarlo

* Valor Esperado

-
98,300 98,400 98,500 98,600 98,700 98,800 98,900 99,000 99,100 99,200

Figura 4: Simulaciéon Monte Carlo vrs valor esperado.

Las proyecciones demogréficas sobre poblaciones de riesgoaeurade
hacen en la Valuaciéon del Fondo se hacen al menos a 100 afios plaigeas
pruebas preliminares que se han hecho previo a la elaboracién delsgiy@do
constatar que los valores Monte Carlo comparados con los valoresa@sper
eran sumamente cercanos. Sin embargo, con el método Monte Carlo hemos po
dido generar no solo proyecciones demograficas, sino se han denatevos
futuros activos del plan de pensiones, dependientes de los perasonactivos
cuando ha sido necesario o por falta de informacion de los mismos, simulacion
de postergacion y retiro, entre otras.

En la Tabld R se presenta una proyeccion elaborada para la Evaluatién A
arial del 2011, la cual se trabajo totalmente en el SIVA. Para efectasngé-s
cidad se presentan solo algunos rubros destacados de la proydgicsistema
realiza todos los célculos necesarios para decrementar la poblacion ddcial
activos y ademas proyecta la vida de los pensionados hasta su extinclén tota
Asimismo, observemos que los pensionados los hemos segregado por tipo de
derecho (vejez, invalidez, sucesién) y también por tipo de generaciima()
Actual y Futura).

Quiza el modelo tenga el inconveniente de que no es tan rapido, pongue pa
cada individuo se debe generar un niimero aleatorio y asi hacer |lare@dpa
con la probabilidad respectiva. Sin embargo, para efecto de la valisatigarial
del fondo no necesita que los resultados se den rapidamente, sino mgadien
sean mas exactos.
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Afio | Activos  Pens Vejez Invalidez Sucesién PensGen PensGen Pens Gen
Total Inic Actual Nueva

2011| 65,568 493 23 238 232 399 94 0
2015| 64,512 916 162 552 202 282 634 0
2020| 61,920 2,623 1,176 1,190 257 207 2,416 0
2025| 55,393 8,061 5,686 2,043 332 155 7,906 0
2030| 44,097 17,688 14,348 2,831 509 112 17,576 0
2035| 29,505 29,888 25,736 3,414 738 86 29,802 0
2040| 12,568 43,442 38,968 3,395 1,079 61 43,381 0
2045| 1,308 49,949 45,665 2,896 1,388 44 49,905 0
2050 23 45,254 41,175 2,321 1,758 25 45,229 0
2055 0 37,992 34,227 1,726 2,039 12 37,980 0
2060 0 29,776 26,541 1,191 2,044 6 29,770 0
2065 0 20,997 18,576 724 1,697 3 20,994 0
2070 0 12,743 11,335 371 1,037 0 12,743 0
2075 0 6,256 5,628 149 479 0 6,256 0
2080 0 2435 2,230 57 148 0 2,435 0
2085 0 662 628 10 24 0 662 0
2090 0 106 103 1 2 0 106 0
2095 0 12 12 0 0 0 12 0
2100 0 2 2 0 0 0 2 0

Tabla 2: Proyeccion demogréfica salida del SIVA.

6 Conclusiones

El método de cadenas de Markov por Monte Carlo ha sido implementado

con éxito para la proyecciones demogréficas de las poblaciones que son
insumo para las valuaciones actuariales del Régimen de Capitalizacion
Colectiva del sector magisterial de Costa Rica.

El método de cadenas de Markov por Monte Carlo es recomendable para
para la simulacion de eventos que siguen distribuciones de Bernoulli, tales
como la muerte, invalidez, postergacion, entre otros.

Esta metodologia aunque es mas lenta que la tradicional (basada en valo-
res esperados), produce mas insumos de informacién para la creacion d
reportes dentro de la valuacién del RCC.

El método de Monte Carlo ha sido de relevancia para el fondo, pues se
generan distintos escenarios posibles de como puede ser una poblacion
futura, y esta se simula varias veces con el propdsito de obtener un-prome
dio de todos los escenarios y asi construir el escenario esperadmde ¢

se comportara la poblacion en el futuro.
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e El costo/beneficio de la utilizacion de este método, es positivo ya que a
pesar de que para correr sobre una poblacion grande se dureeréts€ju
método tradicional, la generacién de informacidon detallada de las proyec-
ciones hace que sea rentable.
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