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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es introducir la especie de los pul-
pos en combinatoria enumerativa. Demostraremos ademds la validez de
ciertas ecuaciones combinatorias sugeridas por Bergeron et al. en [3].

Palabras clave: combinatoria enumerativa; funciones generatrices; especies
combinatorias.

Abstract

The main goal of this paper is introduce the species of octopuse in enu-
merative combinatoricss. We also prove the validity of some combinatorial
equations suggested by Bergeron et al. in [3].

Keywords: enumerative combinatorics; generating functions; combinatorial spe-
cies.

Mathematics Subject Classification: 05C30, 05A15, 05A99.

1 Introduccion

En los dtimos afios se ha visto una unificacién de las matematicas a través de
conceptos fundamentales de la teoria de categorias. Por ejemplo, los concep-
tos de categorias, functores y transformaciones naturales proporcionan una base
matemadtica a la intuicién combinatoria a través de la idea de especie combinato-
ria, o también conocida como especie de estructuras. Algunas teorias utiles que
explican técnicas algebraicas como la teoria de especies combinatorias, la inver-
sién de Mobius [10], la composicién particional [4], 1a reduccién de dlgebras de
incidencia [9], el cdlculo umbral y las dlgebras de Hopf [11], entre otras, surgen
para esclarecer y fortalecer las bases de la combinatoria enumerativa.

La teorfa de especies combinatorias fue introducida en el afio 1981 por el
matemdtico canadiense André Joyal, [6] y ha sido posteriormente desarrollada
por F. Bergeron, G. Labelle y P. Leroux en [3]. Esta teoria sirve como herra-
mienta para analizar estructuras discretas, tanto etiquetadas como no etiquetadas,
utilizando diversos tipos de series. Algunos ejemplos de estructuras discretas
son arboles, grafos, permutaciones, funciones, ciclos, grupos finitos, entre otras,
[12]. El caso cuantico ha sido estudiado en [5].

En este trabajo presentaremos una breve revision de las ideas generales de la
teoria de especies, introduciremos la especie de los Pulpos y finalmente daremos
pruebas combinatorias de algunas propiedades generales de la misma.

Para una compresion de las ideas desarrolladas en este trabajo asumimos que
el lector estd familiarizado con la teoria de especies combinatorias desarrollada
en [3].
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LA ESPECIE DE LOS PULPOS 277

2 Teoria de especies combinatorias

En esta seccidn realizamos una breve revisién de los conceptos bdsicos de la
teoria de especies. A lo largo de este trabajo utilizaremos la siguiente notacion:
para cada conjunto finito U, |U| denota la cardinalidad de U y para todo n € N,
[n] ={1,2,--- ,n}.

Definicion 2.1. Una especie de estructura F es una regla que asigna a cada
conjunto finito U un conjunto finito F[U| y a cada biyeccion o : U — Ventre
conjuntos finitos U y V una funcion Flo| : FIU| — F[V]. La funcion F[o]
satisface las siguientes propiedades functoriales

e Para cada par de biyecciones entre conjuntos finitos o : U — V' y
7V — W, se satisface que F'[m o 0] = F[r] o F|o].

e Siidy : U — U es la funcion identidad de U entonces F[idy] = idgy).

Un elemento s € F[U] se llama una F-estructura sobre U o simplemente
una especie de F estructuras sobre U. La funcién F'[o] se llama transporte de
F-estructuras a lo largo de o.

Observacion 2.2. Una especie de estructuras F' es un functor F' : B — Set
entre la categoria B de conjuntos finitos y biyecciones y la categoria Set de
conjuntos finitos y funciones. El lector interesado en teoria de categorias puede
revisar [8].

Algunos ejemplos de especies son:

1. La especie de conjuntos E, definida mediante la expresién E[U] = {U}.
Para cada conjunto finito U existe una tnica E-estructura, el mismo con-
junto U.

2. La especie singular X definida mediante la expresién

X[U] :{ {U}7 si ’U’ =1,

(),  en otro caso.

3. La especie caracteristica del conjunto vacio 1, definida mediante la expre-

sién
U] = {U}, si U=10,
N (),  en otro caso.
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278 E. PARIGUAN — J. RODRIGUEZ

Existen diversos mecanismos que permiten definir una especie de estructura, a
través de axiomas tedricos de teoria de conjuntos, a través de operaciones entre
especies de estructuras, a través de soluciones de ecuaciones funcionales, etc. En
este trabajo solo haremos una breve descripcion de la construccidn de especies a
través de operaciones. Puede revisar el resto de las construcciones en [3].

A cada especie de estructura F' se le puede asociar tres tipos distintos de
series formales, las cuales estan directamente relacionadas con el conteo de F'-
estructuras. Una F-estructura s € F'[U] sobre el conjunto U es una estructura
etiquetada, mientras que una estructura no etiquetada es una clase de isomor-
fismo de F'-estructuras.

S J _ J

Figura 1: Estructura etiquetada y estructura no etiquetada.

Las series asociadas a una especie F' son las siguientes:

Definicion 2.3 (Serie generatriz de tipo exponencial). Sea F' una especie de
estructura, denotemos por f, = |F[n]| el nimero de F-estructuras sobre un
conjunto de tamaiio n. La serie formal dada por la expresion

F(a) =) foy
n=0 :

se llama serie generatriz de tipo exponencial asociada a la especie F'.

Definicion 2.4 (Serie generatriz). Sea F' una especie de estructura, denotemos
por [y el niimero de F-estructuras no etiquetadas sobre un conjunto de tamario
n. La serie formal dada por la expresion

[e.e]
n=0
se llama serie generatriz asociada a la especie F'.
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LA ESPECIE DE LOS PULPOS 279

Definicion 2.5 (Serie indicadora de ciclos). Sea F una especie de estructura,
sea U un conjunto finito y sea o una permutacion de U. Denotaremos por
(01,02, -+) al tipo de ciclo de la permutacion o. La serie formal dada por
la expresion

1 ag g
ZF($1,$27"'):ZE Z fixFlo]z]'23® - --
n>0  \o€S,

donde S,, representa el grupo simétrico en n-letras y fixF'[o] el niimero de F-
estructuras sobre [n| que estdn fijas por F[o], se llama serie indicadora de ciclos
asociada a la especie F.

Las series asociadas a una especie estdn directamente relacionadas con el
conteo de F'-estructuras etiquetadas y no etiquetadas (clases de isomorfismos).
El cédlculo de estas series es complicado. En algunos casos, se requiere el uso
de operaciones combinatorias entre especies de estructuras y muchas veces, para
el caso de la serie generatriz es necesario usar la serie indicadora de ciclos. La
serie indicadora de ciclos esta relacionada con la teoria de Polya, [13].

Ejemplo 2.6. Consideremos las especies L, X, S, E'y C de ordenes lineales,
singular, permutaciones, conjuntos y permutaciones ciclicas respectivamente.
Las series asociadas a estas especies estdn dadas por

1. Serie generatriz de tipo exponencial

o L(x)= , X(z) ==

o S(x) T
o C(x) = —log(l —z).

2. Serie generatriz

- 1 -
L = X =
¢« Lw) = K@) =s
o0
~ 1 ~ 1
o Sz)=]] o B@) = —
k=1
~ x
C =
o C(x) T
3. Serie indicadora de ciclos
1
o Zr(wy,m0,-+) = 1 . Zx(x1,20, ) = 1.
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280 E. PARIGUAN — J. RODRIGUEZ

1
(1 — .%'1)(1 —1'2) v

x x
° ZE(xl,x27...):exp<x1+?2—|—§3+...>.

o Zg(x1,x9,+) =

° Zc(l‘l,ztz,--') = qul(j)log
k=1

¢ de Euler, definida gomo

, donde ¢ denota al funcion
1-— Tk

dp(n)={meN:m<ny(n,m)=1}.

Para finalizar esta seccion vamos a recordar el concepto de especies isomor-
fas, el mismo serd necesario en las préximas secciones.

Definicion 2.7. Sean F' y G dos especies de estructuras. Un isomorfismo de F' a
G es una familia de biyecciones oy : F|U| — G[U] que satisface la siguiente
condicion natural, para cada biyeccion o : U — V entre conjuntos finitos, el
siguiente diagrama es conmutativo

F[o]i lG[o‘}

F[V] —= G[V].

ay

3 Operaciones con especies

A continuacién vamos a presentar una pequefia revision de las operaciones basi-
cas entre especies para luego presentar la especie de los pulpos el cual es el
objetivo principal de nuestro trabajo. Se requiere obtener especies de estructuras
a través de “combinaciones” entre especies ya conocidas. Para definir una nueva
especie solo debemos decir como se comporta la nueva regla sobre un conjunto
finito y cémo se realiza el transporte de estructuras.

Definicion 3.1 (Suma de especies). Sean F'y G dos especies de estructuras y
sea U un conjunto finito. La especie I' + G, llamada la suma de las especies F'
y G estd dada por

1. (F+G)[U] = F[U]+ G[U], donde el simbolo + se entiende como union
disjunta.
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LA ESPECIE DE LOS PULPOS 281

2. El transporte de estructuras a lo largo de la biyeccion o : U — V, para
cada F + G estructura s, estd dado por

[ Flo](s), sise F[U],
(F+G)lo)(s) = { Glol(s), siseGU).

F+G F G

Figura 2: Representacion gréfica de la suma de especies.

Definicion 3.2 (Producto de especies). Sean F'y G dos especies de estructuras
y sea U un conjunto finito. La especie F'G llamada el producto de las especies
F'y G estd dada por

1. Unpar s = (f,g), donde f es una F-estructura sobre Uy C U, g es una
G-estructura sobre Uy C U y (Uy,Us) es una descomposicion de U en
suma directa. Explicitamente

(FO)[U]:= > FUh] x G,
(U1,U2)

donde la union disjunta se toma sobre todas las posibles descomposi-
ciones (U1, Us) de U en suma directa.

2. El transporte de estructuras a lo largo de la biyeccion o : U — V, para
cada FG estructura s = (f, g), estd dado por

(FG)[ol(s) = (Flo1](f), Gloa](9)),

donde o; representa la restriccion de o a U;, i = 1, 2.
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F-G F G

\ J

Figura 3: Representacion grafica del producto de especies.

Definicion 3.3 (Sustitucion de especies). Sean F'y G dos especies de estructuras
tales que G[0] = 0. La especie F o G llamada composicion particional de G en
F estd dada por

1. Una tupla s = (7, ¢,7) donde, 7 es una particion de U; ¢ es una F-
estructura sobre el conjunto de clases de my v = (7Vp)per donde para
cada clase p € , vy, es una G-estructura sobre p. Explicitamente

(Foa)U]:= Y Fix)x ]Gl

wePar(U) peET

donde la union disjunta se toma sobre todas las posibles particiones w de
U, es decir, m € Par(U).

2. El transporte de estructuras a lo largo de la biyeccion o : U — V para
cada F o G estructura s = (7, ¢, (Vp)per ), estd dado por

(F o G)o](s) = (7, P, (Vp)per),
donde

e T es la particion de V obtenida a través del transporte de m a lo
largo de o,

e paracadaD € o(p) € T, la estructura 7 se obtiene de la estructura
Vp a través del G-transporte a lo largo de o

D
o la estructura @ se obtiene de la estructura @ a través del F'-transporte
a lo largo de la biyeccion & inducida sobre T por o.
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FoG F

©

_ © | _
©
©

Figura 4: Representacion gréfica de la sustitucién de especies.

Definicion 3.4 (Derivada de una especie). Sea F' una especie de estructuras. La
especie F', llamada la derivada de la especie F, estd dada por

1. F'[U] = F[U"], donde Ut = U U {*} y * es un elemento fuera del
conjunto U.

2. El transporte de estructuras a lo largo de la biyeccion o : U — V para
cada F' estructura s, estd dado por

donde ot : U U {x} — V U {x} es la extension candnica de o que se
obtiene como ot (u) = o(u) siu € Uy o™ (x) = x.

Fl

\ J

Figura 5: Representacion grafica de la derivada de especies.

Las operaciones combinatorias entre especies de estructuras producen nuevas
estructuras, generalmente mas complejas. Estas operaciones entre especies se
corresponden con las operaciones entre series formales [7].

Rev.Mate.Teor.Aplic. (ISSN 1409-2433) Vol. 22(2): 275-291, July 2015



284 E. PARIGUAN — J. RODRIGUEZ

4 La especie de los pulpos

La especie de los pulpos es introducida por Bergeron en [2] como un modelo
combinatorio para estudiar diversas familias de polinomios ortogonales, las cuales
envuelven distintas expresiones que se demuestran combinatoriamente. Pre-
sentaremos una descripcidén combinatoria de la especie de los pulpos y demostraremos
algunas identidades combinatorias que satisface esta especie.

Denotamos por Oct la especie de los pulpos. Graficamente una tipica estructura

de tipo Oct sobre un conjunto finito U es de la forma

Oct

10 2

& J

Figura 6: Oct-estructura sobre [10].

Observe que la especie Oct satisface la ecuacion combinatoria Oct = C' o
L, = C(L4), donde C representa la especie de permutaciones ciclicas y L
la especie de los ordenes lineales sin estructura en el vacio. Una Oct-estructura
sobre U consiste en una particion 7 de U, un orden lineal sobre cada bloque
de la particién 7 y una permutacion ciclica sobre 7. Este hecho se ilustra en la
Figura 7.

Oct

- J _ J

Figura 7: Composicionde C'y L.
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LA ESPECIE DE LOS PULPOS 285

Haciendo uso de la identidad combinatoria Oct = C' o L, en términos de
series generatrices de tipo exponencial se tiene que Oct(z) = (C' o Ly)(x), de
donde se sigue que

Oct(z) = C(Ly ()

(i)

= —log <1— 1fx)

= —log (11__2;)

= —log (1 —2x) +log(1l—x)
= C(2z) — C(x).

Mis ain se cumple la siguiente proposicion:

Proposicion 4.1. Considere Oct la especie de los pulpos, C' la especie de per-
mutaciones ciclicas y X la especie singular, entonces se satisface la siguiente
ecuacion combinatoria

Oct + C = C(2X).

Prueba. Observe que una estructura de tipo C'(2X) = C(X + X) sobre un
conjunto finito U consiste en los siguientes datos:

e Una particién 7 del conjunto U.

e Para cada bloque p de la particiéon 7, una estructura de tipo X + X
sobre p.

e Un ciclo sobre 7.

Note que cada p € 7 debe satisfacer |p| = 1y que una estructura de tipo X + X
sobre un conjunto unitario {u} es un par (u,i) coni = 1 6 ¢ = 2. El elemento
de la forma (u, 1) lo vamos a pensar como el elemento u cuadrado coloreado de
color rojo y el elemento de la forma (u,2) como el elemento u redondo colo-
reado de color verde. Es decir, una C'(2X) estructura sobre el conjunto U es un
ciclo sobre U donde cada elemento u € U puede estar coloreado de color rojo o
de color verde, como se muestra en la Figura 8.
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c(2x)
( R
N J

Figura 8: Ejemplo de una C'(2X)-estructura.

Queremos probar entonces que las especies Oct+C'y C'(2X) son isomorfas.
Para cada conjunto finito U definamos ayy : (Oct + C)[U] — C(2X)[U]
graficamente por:

Oct Gl

10 2
ay 9 3
— T
8 4
7 6 5
c(x) C(2x)
s N e N
0 &y 2 0 . @ 2
ay
9 3 — 9 3
8 4 8 4
7 5 5
L 6 L 7 6 )

Claramente aq; tiene inversa y por lo tanto es una biyeccién. Més ain, para
cada biyeccién o : U — V entre conjuntos finitos el siguiente diagrama es
conmutativo

(Oct + C)[U] 2 C(2X)[U]
(Oct+C)[o] J/ J{c<2x> 0]
(Oct + O)[V] 5= C(2X)[V]
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En efecto, sea s € (Oct + C)[U]. Como la conmutatividad del diagrama
es inmediata para elementos de C[U], podemos suponer que s € Oct[U]. Es
claro que dos C'(2X)-estructuras t,t' sobre V' son iguales si y sélo si cualquier
v € V tiene el mismo color en ¢ y /, y ademads si el predecesor y sucesor de v
son igualesenty t'.

Observe que si v € V es cuadrado de color rojo en (ayy o (Oct + C)[o])(s),
entonces v es un elemento minimo de algdn tentdculo de (Oct + C)[o](s) y
como el transporte de estructuras en Oct consiste en reetiquetar de acuerdo a
o, entonces o~ !(v) es un elemento minimo de algtn tentdculo de s. Luego,
o~ 1(v) es cuadrado de color rojo en ay;(s) y por lo tanto v es cuadrado de color
rojo en (C(2X)[o] o arr)(s). Andlogamente se tiene que si v es redondo de
color verde en (ay o (Oct + C)[o])(s), entonces v es redondo de color verde
en (C(2X)[o] o ayr)(s). Por lo tanto cualquier v € V tiene el mismo color en
(av o (Oct+ CO)[o])(5) y (C2X)[o] 0 aur)(s).

Sean v' y v” el predecesor y sucesor de v en (C'(2X)[o] o ay)(s), respec-
tivamente. Luego, o~ !(v') y o=1(v") son el predecesor y sucesor de o1 (v)
en ay(s), respectivamente. De donde se sigue facilmente que v’ y v son el
predecesor y sucesor de v en (ay o (Oct + C)[o])(s), respectivamente. Es
decir, el predecesor y sucesor de v son iguales en (ay o (Oct + C)[o])(s) y
(C(2X)[o] o agr)(s). Porlo tanto (avy o (Oct + C)[o]) = (C(2X)[o] o ay). Es
decir « es un isomorfismo de especies y se satisface la ecuacion

Oct+ C = C(2X).
Por ejemplo si o : [10] — [10] es la permutacién dada por la matriz
(1 2 3 456 789 10
“\5 310421867 9)

entonces el diagrama para un elemento de Oct[10] es el mostrado en la Figura 9.

Lo mismo para un elemento de C[10], es decir v es un isomorfismo de es-
pecies y por lo tanto Oct + C' = C(2X). O
S Series asociadas a la especie de los pulpos

Sean F, Gy H tres especies de estructuras tales que F' = G o H, entonces se
satisfacen las siguientes identidades:

I. F(z) = G(H(x)).

2. F(z) = Zg(H(x), H(x?), H(2®), )
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c2x)

10 2
Qay 9 3
—
8 4
7 6 5
C(2X)[o]
Oct c(2x)
9 3
10
~_
4 u
6 8

Figura 9: Diagrama para un elemento de Oct[10].

3. Zp(x1, 20,23, ) = Za(Zu(z1, 22,23, -+ ), ZH (T2, T4, Te, -+ ), -+ - ).

Sean S, E' y C las especies de permutaciones, conjuntos y permutaciones
ciclicas, respectivamente. Luego es bien conocida la siguiente identidad combi-
natoria S = F o (C, [3], entonces tenemos lo siguiente:

1
11—z
1 1 1
1—1‘11—1‘21—1‘3

= exp C(x).

1
R — eXpZ %Zc(xk;,ka;lgk? T )
k>1

Observe que S = E o C implica S(z) = E(C(x)) y, por lo tanto

S(z) = = E(C(x)) = expC(x).

Andlogamente obtenemos la segunda identidad. Usando estas igualdades pode-
mos probar el Lema 5.1.

Lema 5.1. Sea C la especie de permutaciones ciclicas, las siguientes identi-
dades se satisfacen
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LA ESPECIE DE LOS PULPOS 289

k 1
o Zo(xy,x9, ) = Z $(k) log <1 — wk) , donde ¢ representa la fun-
cion de Euler, [1].

Proposicion 5.2. Sea Oct la especie de pulpos, las series asociadas a esta es-
pecie satisfacen las siguientes identidades

2k 1
1. Oct(z) = ",
k!
k>1
B(k) 1 — g
2. Zoe , Lo, Lo, ") = 1 .
Oct (1, 22, T2 ) ) 1— 22,
k>1
Prueba.

1. Gracias a la Proposicién 4.1 tenemos que
Oct(z) = C(2z) — C(=),

luego

2. Como Oct = C(L4 ), entonces utilizando el Lema 5.1 y la identidad

2—1‘1

ZL+(.’I}1,$2,.%'3,"') - 1 _xla

se tiene que

Zoct(x1, 2,23, -+ ) = Z¢ (
¢

Corolario 5.3. El niimero de pulpos etiquetados sobre un conjunto U de tamaiio

k estd dado por
|Oct[k]| = (k —1)1(2F — 1).
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