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Abstract

We study the k-finite and decidable objects in an elementary topos. We
prove some results concerning k-finite and decidable objects.
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Resumen

Se estudian los conceptos de objetos k-finitos y el concepto de objeto
decidible en un topos elemental. Se prueban algunos resultados sobre ob-
jetos k-finitos y objetos decidibles.
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1 Introduccion

En este trabajo se establecen algunos resultados sobre los conceptos de obje-
tos K-finitos y objetos decidibles en un topos elemental arbitrario. También se
considera que un objeto es finito en un topos elemental si es a la vez k-finito
y decidible, y se demuestra que este concepto resulta adecuado para definir el
concepto de finitud en un topos elemental. De esta forma extendemos los resul-
tados estudiados en [3] y [4]. La teoria que fundamenta estos estudios se puede
consultar en [1], [2] y [5].

2 Resultado Principal

Sea ¢ un topos elemental y X € |e], se dice que X es k-finitosi "X 7: 1 — QX
se factoriza a través de k(X ), donde k(X) es el subobjeto mds pequefio de QX
cerrado bajo uniones binarias que contienea {}x : X — QX y¢7:1 — QX
Observe que "X 7 : 1 — QX corresponde a flecha idy : X — X, {}x : X —
OX correspondea Ay : X — X x X talque prioAx =idxy ¢ ':1— Q¥
corresponde a la flecha ¢ — X donde ¢ es el objeto vacio de ¢.

Teorema 1 Sea X € |¢|, X es k-finito si y solo si 2% C k(X).

Demostracién. (<) Como X estd completamentadoen X,"X7: 1 — Q¥ se
factoriza a través de 2% y entonces se factoriza a través de k(X).

(=) Antes de probar esta parte repasemos algunas definiciones . Defina 2(=) .
0¥ = Q2 por = 27 = {7eQ /3 qx (y UY = 2 AyNy = 0)} donde
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U, N son la unién y la interseccién binaria de la algebra de Heyting QX . Define
kX — QRO 0% como = k(X) = {y € k(X)/y C x}. Como
la nocién de k-finitos es absoluta, k(X) representa el conjunto de subconjuntos
finitos de x, donde x es una variable de tipo Q.

Defina el objeto Qx como {z € Q% /2% C k(X)} — Q. Si probamos que
k(X) C Qx entonces tenemos que 2' X ' C k("X ) y entonces 2% C k(X).

() "¢ : 1 — QX se factoriza a través de Q x.
Claramente = 2"? " = {¢} , como ¢ es k-finito,

l_(b—l c k(l_)(—l)7 (b g l_(b—l
porlotanto "¢ € Qx.

(i) {}x: X — QF se factoriza a través de Q.
Sabemos que

|:2{J»‘}:{geQX/EIy(yU§:{$}/\yﬂ?:¢)}-

Por otro lado tenemos que

Fyny=¢AyUy={z}

= (zeyVeey VyC{z}Aygl{z})AyNny=2¢
= ({zstCyvi{z}CPYAS{ztryS{zh) Ayny=¢
= (y=A{z} Ay C{atryni{z} =¢)V

G =A{z}ry S{zpryn{a} =¢)

= ({z}=yrg=0¢)vV{z}=7Ay=9)
= {z}=yVy=20

Por lo tanto:
FRyuy={as}ryny=9¢) e {z}=yVy=29,
el reciproco es trivial y entonces
Rt = {ye ¥y = {a} vy =g}
pero

F{yeQ¥/y={a} vy =9} Ck({z})

e oleh C k({a)).

Por lo tanto { } x se factoriza a través de Q) x.
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(iii) @x es cerrado bajo uniones binarias.

FEreQx AT EQx ANy €277

=
=

\

b 44

=

J(yUz=2zUTAyNz=9) ANz € Q, AT € Qx
J(rCyUzAyNz=9pAT CyUz)A
TEQRQxANTEQRQx Ny =(yNT)U(yNz)
J(z=@wnNnaz)U(xNz)AyNz=9pAT=(yNZT)U(zNT))A
TEQRQxANTEQRQx Ny = (yNa)U(yNT)
J(z=wnNnz)UNz)A(ynz)N(zNz)=¢) Az € Qx A
y=(Nnz)U(yNz)
ALEZ=ENT)UENT)AWNT)N(zNT) = AT € Qx
yNz €22 AyNTEX AT €Qx AT € Qx A
y=(nNz)U(ynNz)

yNz €2 AyNT €22 N2T € K(X)N 2" € k(T) A
y=(Nnz)U(yNz)

yNez e k(X)ANyNT e k(@) Ay=(yNz)U(yNx)

yNez e k(X)AynNnzek(X)ANy=wNx)U(yNT)
yek(X)ANyCaUT

y € k(zUT).

Por lo tanto

FreQxANTEQxANYye€2™ = yeck(zur)

siy solo si

FreQxANTEQx = (ye2™" =y ck(xuUa))

y esto implica

FreQx AT <€ Qx = Vy(ly €27 =y ck(xzUT)).

Por lo tanto

Fre@Qx N NTEQx=>zUTE Qx.

Entonces () x es cerrado bajo uniones binarias, y entonces (i),(ii), (iii) implican
kE(X) C Qx, como X es k-finito se tiene que "X T € k(X)) lo que implica que
X7 € Qx yentonces 2% C k(X), probandose el teorema. m

Corolario 2 Si X' es un subobjeto complementado de un objeto k-finito X, en-
tontes X' es k-finito.

Demostracién. " X 7 se factoriza a través de 2¥X y 2X C k(X). m
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3 Consecuencias

Proposicion 3 Para X € |E|, el dlgebra booleana 2% actiia en k(X) a través
de la restriccion de M en k(X) x 2%,

Demostracion. Queremos probar que k(X) x 2% — QX x QX 00X se

factoriza a través de k(X):

Frek(X)Aye2X

Jy(zUy=XAzNy=0¢)Ar € k(X)

= Fyr=nz)u(rny)Arnz)N(rny) =¢)Arec k(X)
= rNnye2”"Arek(X)

= rNye2"A2" Ck(r), como k(X) C Qx,

=

=

\

rNy € k(r)
rNy € k(X).

Sea kT (X) el mds pequefio subobjeto de X cerrado bajo uniones binarias y
que contiene a {-}x. Observe que kT (X) C k(X), denote esta inclusion por

@i). m

Proposicion 4 Para cualquier X € |E|, (i,¢) : kT(X) + 1 — k(X) es un
isomorfismo.

Demostracion. Para X € |E| denote wx : X — 1 el Gnico morfismo existente
que vade X a 1. Defina P como el producto fibrado siguiente:

0X X

[

P —— 1
wp
P contiene a {-} x dado que es una transformacion natural, entonces {-}o3,,, =
wx ot,

oX x g

| ]
PxP — 1

conmuta. Como ¢tV ¢ = ty 3,, preserva uniones binarias P es cerrado bajo
uniones binarias. Por definiciénde k™ (X), k™ (X) C P yaque P es un monoide
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que contiene a {-}. Claramente "¢" N P = ¢ por lo tanto kT (X)N¢p = ¢y
entonces (i, ¢) : kT (X)+1 — k(X) es ménicay entonces k™ (X)+1 C k(X).
Por otro lado k™ (X)) + 1 es cerrado bajo uniones binarias:

FEekt(X)Va=9)A(y kT (X)Vy=0)

= zUyckT(X)VoUy=azVaUy=yVaUy=3
= zUyckT(X)VaUyckT(X)VvazuyeckT(X)VaUy=¢
= zUyckT(X)VazUy=¢.

kT (X)+ 1 contiene {-} x y ¢, porlo tanto k(X ) = kT (X) + 1. m

Teorema 5 Para cualquier objeto X € |E| las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
1. El subobjeto diagonal Ax : X — X x X tiene complemento.
22EVr,ye X x X =z=yV-(x=y).
3. La flecha de clasificadora X a , se factoriza a través de (t, f) : 2 — €.
4. Laflecha {-}x : X — SQx se factoria a través de 2°X.
5. k(X) C 2¥.
6. El grdficol'y :' Y — Y x X paracada f : Y — X es un subobjeto

complementadode Y x X.

Grdfico : XY — QY*X se factoriza a través de (t, f)Y : 2V — QY>X
paratodoY .

Demostracion.

(1) = (2) Como [z = y] = Ax y el complemento de Ax es =Ax.

Para ver que (2) = (1), observe que [z = y| U [~(z = y)] = X x X,
pero [z = y] N [-(xz = y)] = ¢, entonces A x es complementado.

(1)< (3) (t, f) : 2 — Q clasifica subobjetos complemetados.

(3) & (4) XA, se factoriza a través de 2 y por lo tanto su adjunto expo-
nencial {-} x se factorizaa través de (¢, 1)~ : 2% — QX y reciprocamente.

(4) = (5) 2% es un subreticulo de Q¥ y entonces 0 — 1 estd complemen-
tado y entonces "¢ : 1 — QF se factoriza a través de (¢, f)¥ : 2% —
OX y por (4){-} x estéd contenido en 2% y asi k(X ) C 2%,
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e (5) = (4) Si k(X) C 2% entonces {-}x se factoriza a través de 2°X.
e (6) = (1) El grdficode idy : X — X es ladiagonal de X.

e (1) = (6) El grafico de cualquier flecha f : Y — X estd definida por el
siguiente producto fibrado.

y . x

| [

XxY — X xX
Xxf

Como Ax estd completamentado en X x X, también I'; estd comple-
mentadoen X x Y.

e Antes de probar (7) < (4), probaremos la siguiente situacién general:
si X, Y son objetos arbitrarios de |E| entonces

xY Graf QY xX

ox| |¢

(QX)Y T (QX)Y

commuta, donde ¢ es dado por F ¢(g) = {(y,z)/x € g(y)}:
Floo 30N = o({f1x®)
= o({f(W)}x)
{(y,2)/z € {f(y)}x}
{(y,2)/z=[f(y)}.
Entonces F (p o {-}%)(f) = Graf(f) y entonces ¢ o {-}}, = Graf.

e (7) = (4) Graf: X' — QX se factoriza a través 2% — QX entonces
{-} = {-}x se factoriza a través de 2.

e (4) = (7) {-}x se factoriza a través de 2% entonces {-}¥ se factoriza a
través 2Y X como Graf = ¢ o {-}¥ entonces Graf se factoriza a través
de 2V>X. m

Decimos que X es decidible si satisface alguna de las condiciones equiva-
lentes del teorema anterior.
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Corolario 6 Si E es un topos elemental con el objeto de los niimeros naturales
N entonces

(i) K(N)C 2N,
(ii) Vp, p : 1 — N [p] tiene complemento.
(iii) K[p] C 207,
Demostracion.
(1) Nes decidible.

(ii) [p] es un subobjeto k-finito de N x N 22 N entonces [p] es decidible y por
lo tanto [p] : 1 — QN*N se factoriza a través de 2NN,

(iii) Cualquier subobjeto de un objeto decidible es decidible, [p] C N x Ny
entonces K [p] C 27 m

Corolario 7 Si X € |E|, X es K-finito y decidible si y solo si K(X) = 2%,

Demostracion. Aplique el teorema 5 y el teorema 1. m

Proposicion 8 Si X es decidible entonces k(X) es un subanillo booleano de
2X. Mds aun k(X) es un ideal.

Demostracién. —x se restringe a 2% como el complemento. Defina

lzx—y:xﬂ—\x(y),

entonces k(X ) es cerrado bajo — : k(X) x 2¥ — k(X). Si X es decidible
entonces k(X) C 2%, por lo tanto N, — se pueden restringir a k(X ) x k(X). Esto
implica que k(X ) es cerrado bajo interceccién y complemento relativo. k(X ) es
cerrado bajo uniones binarias y tiene un elemento cero "¢ : 1 — k(X)

Por otro lado

Fr—y="¢' & zN-y="¢"
& TP'U(znNy) ==
& o Cuy.
Por lo tanto
FyAe=(y—x2)U(z—y) =" <z =y.
Por lo tanto A se combierte en la suma, N en el producto de k(X )y "¢ el

elemento neutro. La proposicién 3 nos dice que k(X)) es un ideal de 2%. m
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Proposicion 9 Si X € |E|, X decidible siy solo si k(X ) es decidible.

Demostracion. (=) Por la proposicion 8 sabemos que el siguiente diagrama es

un producto fibrado
kE(X) — 1

Akml l%j

B(X) x k(X) —— k(X)

donde A es diferencia simétrica, y como
E(X) =k (X)+1,
entonces
Apixy + ATHEF (X)) = k(X)) x k(X)

y asi se tiene que k(X ) es decidible.
(<) {}x: X — k(X) es ménica y asi todo subobjeto de k(X)) es decidible y
entonces X es decidible. m

Corolario 10 X es K-finito decidible si y solo si 2 es k-finito decidible.

Demostracién. Por corolario 7, X es k-finito decidible si y solo si k(X ) = 2%,
por proposicién 9, 2% es decidible y por (3) k(X) es k-finito y entonces 2% es
k-finito decidible. m
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